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1 Topologia do Espaco Euclidiano

1.1 O Espaco Euclidiano n-dimensional

Dado x € R", onde = = (z1,...,x,) comx; ERei €1, ....n.

Produto Interno:

<z,y >=< ('Ilv "'7‘7;71)7 (yh ayn> >= T1lY1 + ...+ TnYn-

Distancia Euclidiana:

d(xvy):\/<x_y7x_y>

Norma Euclidiana:
2] = [[z]l2 = <7,y >

d(z,y) = [lz =yl

Desigualdade de Cauchy-Schwarz:
| <zy>| <[zl [yl

Demonstracao. Para y = 0 é imediato. Para y # 0,

0<<z—MAy,x— Ay >. (1)
Basta tomar \ = <””;’ﬁ’2>.
Dai, a equacao 1 se resume a ||z||* + N?||y[|* — 2\ < z,y >= ||z||* + <|Ty?ﬁg>2 — 2<ﬁ;ﬁ§2 =
lel? = Spe= = Jlal® > <z = llall - il 2< 2,y > 0

[yl llyll?

Desigualdade Triangular
[z +yll < llzll + llyll-

Demonstragdo. ||z + y|* =< z+y,x +y >= ||zl + y* + 2 < 2,y >< [lz|P[ly]* +

2ll2/llyll = (llll + llyl)*. O
Definicao 1.1. Seja E um R - espaco vetorial. Uma aplicagdo ||.|| : E — R € uma
norma se:

D) |z =0 & o =0y,

ii) VA € R, Vo € B, Axl| < |- [z



iii) Vo € B, ||z +y| < llz] + llyll
Proposicao 1.2. Propriedades da Norma

1) |[z]| >0, Yz # Op

|z —z|| < |lz|| + ] — | pela propriedade iii)
0 < |zl +1|—= 1|||=|| pela propriedade ii)
< 2l
= |lz|| >0 se ||z|| # 0 se x # 0 pela propriedade 7).

2) =l =1 ==l
3) llzll = llylll < [l= =yl

Demonstragao. |lx|| = [l —y +yll < llz =yl + llyll = llzll = [lyll < llz = yl|
Por outro lado, [lyl| = [ly — = + 2| < lly — =[| + [lz[| = llyll = [l=]| < lly — =]

Pelo item 2) temos que |||z|| — ||ly]|| < |l — y||- O
Definicao 1.3. Seja ||.| wma norma em E. Entao podemos definir a distincia induzida
pela norma d(x,y) = ||z — y||.

Exemplo 1.4. 1) Norma Fuclidiana

n
lzlla = |21, za) o = V< T2 > = /al + a2l = [Y a7
=1

2) Norma da Soma (Norma 1)

x|l € uma norma

Demonstracao.

a)
|zl = 0 & |z1|<oF|z2]| <0+ A |Tn]<o =0=0, pois i€l ...,nsz=(0,..0)=0gn.
b)

Azl = M@,z = Oz, e Az) || = (At | + o+ [ Ay
= Az + o+ lzal) = (Al



¢) [lz+yll <zl + llyl
De fato,

lz+yll = [[(z1, s 20) + (Y1, s 90) |
[(z1+ Y1, Tn + 4 |

IA

IN

|21 | + |y1] + -+ |n] + |yn]

2l + [lyll

3) Norma da Soma (do sup ou infinita)

2]l = max ||
Exercicio: ||7]sx é uma norma.

Definicao 1.5. Sejam NieNsy duas normas em E. Dizemos que NieNsy sao equivalentes

se existem a e b € R tais que Vo € E
bN;(x) < No(z) < alNy(z).
Teorema 1.6. Em um espaco de dimensao finita todas as normas sao equivalentes.

Demonstragao. (Execicio.) O

n 1/p
Observagao 1.7. ||z||, = <Z |:z:l-|p) ¢ uma norma.
i=1

n

1/p
quando p — o0, (Z \xi|p> (max |2)/? = max ||
i=1

Bolas Abertas e Fechadas

Definigao 1.8. A bola aberta de centro z e raio v € definida por B(x,r). A bola fechada
de centro x e raio 1 € definida por B(x,r) = {y € R™; ||z — y|| < r}. A bola fechada de
centro x e raio v € definida por B(x,r) = {y € R% ||z — y|| < r}.

Exemplo 1.9. Em R2

Coma norma || - |2,

B((0,0),7) = {y €R%/(0,0) = (y1,2)ll2 < 7}
= {y eR*%|l(y1p2)ll2 <1}

= {yeR*\Jyl+v3 <r}.



Coma norma || - |1,

B((0,0),7) = {y € R%||(y1,p2)|lh <7}
= {y e R% || + || <1}

Com a norma || - ||co,
B((0,0),r) = {y € R% |yi| <r}, Vi€ 1,2,..n

Definigao 1.10. Um conjunto K C R™ ¢é limitado se existe uma bola B(x,r) tal que
B(z,r) D K.

Proposicao 1.11. O conjunto K é limitado se, e somente se existe M € R tal que
Vo € K, |z| < M.

Demonstracao. Exercicio! n

1.2 Conjuntos Abertos e Fechados

Definicao 1.12. Um conjunto A ¢é aberto se para todo v € A existe um r > 0 tal que
B(z,r) C A.

Observacgao 1.13. Uma bola aberta é um conjunto aberto. Uma bola fechada nao € um

conjunto aberto? Nao! basta tomar um ponto fronteira.
Defini¢ao 1.14. Um conjunto F € fechado se o complementar F© é aberto. (F¢ =R"—F).

Propriedades:

1) A unido (finita ou infinita) de conjuntos abertos é aberta.

2) A intersecao finita de conj imtos abertos é aberto. Mas nao vale para intersecao infinita.
Contra exemplo O(x, ﬁ) = {x}.

3) A intersec¢do (finita ou infinita) de conjuntos fechados é fechado.

4) A uniado finita de conjuntos fechados ¢ fechado.

5) Se o conjunto A é aberto e fechado entdo A # () ou A = R"™.

Definigao 1.15. Dizemos que v € uma vizinhanga de z se existe r > 0 tal que B(x,r) C'V

Definicao 1.16. Seja A um conjunto. Dizemos que x € interior ao A se A € uma vizi-
nhanca de .

O interior de A, notado por int(A) ou A° é o conjunto dos pontos interiores a A.



Proposigao 1.17. a) int(A) C A.
b) int(A) € aberto.

c) A= [(A) < A € aberto.
Demonstragao. a) E imediato!

b) Seja x € int(A) Entao existe r > 0 tal que B(x,r) C A Sejay € B(x,r) Como B(x,r)
¢ aberto, existe r; > 0 tal que B(z,m) C B(z,r) C A =y € int(A) = B(z,r) C
J(A). Logo int(A) é aberto.

¢) (=) E imediato pelo item b).
(<) int(A) C A pelo item a). Alem disso A C int(A). De fato seja x € A como A
¢ aberto existe r > 0 tal que B(z,r) C A=z € int(A) = A C int(A). Portanto, a
volta é vélida.
[

Definicao 1.18. Seja A um conjunto. Dizemos que x € aderente a A se toda vizinhanca
de x encontra A, ou seja, qualquer bola de centro e raio r tem pelo menos um elemento de
A (ou seja, se qualquer bola B(x,r) tem pelo menos um alemento de A (B(x,r)NA#())
O conjunto de todos os pontos aderentes a A € chamado de aderéncia ou fecho de A e

notado por A.

Proposicao 1.19. a) AC A

b) A € fechado.

c) A= A& A € fechado.

Demonstragio. a) x € A, B(x,r) N Asupset{z} Vr > 0 entdo B(z,r) NA# )=z € A

b) A ¢ fechado < (A)° é aberto. Seja x € (A)° = x ¢ A. Entdo, existe r > 0 tal
que B(z,r)NA =0 = B(x,r) C A°. Sejay € B(x,r)NA, y € B(x,r) (aberta)
= Jr; > 0 tal que B(y,r1) C B(x,r). Como y € A = B(y,m1) N A # (), Absurdo,
pois B(y,m1) NAC B(z,r)NA=0= B(y,r1)NA=0= B(z,r) C (A)° = (A)°)

é aberto A é fechado.

¢) (=) E imediato pelo item b).
(<)A C A por a). Provemos agora que A C A. Seja x € A. Se x € A°, Ir > 0,
B(z,r) C A° (pois A° é aberto) = B(z,r) N A = (), absurdo, pois € A = z € A.
Portanto a volta ¢ vélida.
]



Propriedades:

1) int(A) é o maior aberto contido em A, ou seja, para todo conjunto aberto £ C A

temos que E C int(A).

2) int(A) é o menor fechado que contém A, ou seja, para todo conjunto fechado £ D A

temos que £ D A.

1.3 Sequéncia no R”

(1)keny ¢ uma sequéncia do R"; ou seja, Vk, (z3) = (zi, %, ...,27) com zi € R

para cada i € {1,2,...,n}. Notagdo: (zx)ren C (R™)N.

Definicao 1.20. (zy)ken € uma sequéncia limitada se existe M € R tal que ||x,| < M,
Vk €N

Exemplo 1.21.

1) Seja (x1)ren a sequéncia definida por xy, = (+,sin(k)) Vk € N, (zg)ren € limitada.

k?

1
lzk]|oo = max(E,sin(k)) < 1( limitada pela || - ||o0)-

1 ) .
|lzkll = |E‘ + | sin(k)| < 2( limitada pela || - ||1)

Proposigao 1.22. Se (x)reny C (RN, € limitada para uma norma Ny entio ela é

limitada por qualquer outra norma Ns.

Demonstragao. Ny(x,) < M, Vk € N. Como N; é equivalentes a Ny, entdao 3¢ € R tal
que —cNi(x,) < No(z,) < Ny(z,) < M. O

Definigao 1.23. Seja (zx)reny C (R™)N Dizemos que (z)ren € convergente se existe algum

L € R™ tal que Ve > 0,3N tal que Vk > N entao ||zy — L|| < . Notagao: lim z) = L.
n—oo

Proposicao 1.24. A convergéncia no R" nao depende da norma.

Demonstracao. Exercicio! n

Exemplo 1.25.

1) a2y, = (%, #), xy € convergente e lim xy = (0,0).
n—oo
Vamos usar a || - || Sejac >0 e N=|1] +1, Vk > N.
k>i=1<e= (1, 5) e <e=llzr — (0,0)]x < &

Definigao 1.26. Seja A um conjunto. Dizemos que (xy)ren € uma sequéncia de elementos

de A seVk € N, 1, € A. Notagdo (x3,)peny C AV,



Proposigao 1.27. Seja A um conjunto e (x1,)reny C AN Entdo, se (x1)ren € convergente

e lim x = L entdo L € A.

n—oo
Demonstracao. Sejar >0, B(L,r)NA # (7 Como lim x, = L, existe N tal que Vk > N,
n—oo
|z — L|| < r < 21, € B(L,7). Como z;, € A temos que B(L,r)NA# 0= L € A. O

Proposigao 1.28. (zp)ren N (RN, 2, = (2}, .., X7?) e limap = L = (Ly,...,L,) &

. k—ro00
lim 2z, = L;, Vi=1,...,n.
k—ro0
Demonstragao. (=)
|lzr — Lo < € & 1rnzfcu<:|acf€ —Li| <e.
(<)
N =max N|zl — L| < e = ||z, — L|| < e. O
(2

Proposicao 1.29. O conjunto A € fechado se, e somente se, toda sequéncia convergente

de elementos de A tem um limite em A.

Demonstragao. (=)

Temos pela proposicao anterior que L € A = A.

(<)

A = A? Vejamos: temos de imediato que A C A. Alem disso, podemos perceber também

que A C A. De fato, se v € A= Vr >0 B(z,r) N A # (). Tome uma sequencia tal que:

r, € B(z,1)NA
Ty € B(z,1/2)NA

vy € B(z,1/k)N A

z, C AV e lim 2y, = z(pois||z — x| < —)
k—o0 k
=x€A=AC A= A fechado.

]

Teorema 1.30 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada no R™ tem uma subquéncia

convergente.
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Demonstragao. Seja (xx),y uma sequéncia em R™, temos que z, = (1", ..., ™). (T')pen
¢ uma sequéncia em R limitada. Dessa forma, utilizando o Teorema de Bolzano-Weierstrass
na reta, temos que (') reny tem uma subsequéncia convergente.Desse modo, existe N C
_ 1 s N . 2 s, A .
N(#N; = +00) tal que (z1"),cy, ¢ convergente. A sequéncia (r4°), .y, ¢ uma sequéncia
em R limitada. Utilizando novamente o Teorema de Bolzano-Weierstrass na reta, te-
. . 2 ’ .
mos que existe Ny C Ni(#Ny; = +00) tal que (zy )k€N2 ¢ convergente. Fazendo isso
’ . _ 1
n vezes, construfmos um conjunto N, C N com #N, = +oo e tal que (z1'),cy.
(21%) pen, - (TE") pe v, sA0 convergentes. Concluimos entao que (z),cy. = (@r's o ©6"))pen

é convergente. O

1.4 Conjuntos Compactos

Definig¢ao 1.31. Sejam E um espago vetorial, X C E e (Ax)xer uma familia de conjuntos

de E. Dizemos que (Ax)xer € um recobrimento aberto de X se Ay € aberto, YA € I e

XQUAA

Ael

Defini¢ao 1.32. Sejam E um espago vetorial, X C E e (Ax)aer um recobrimento aberto

de E. Se existe Iy C I tal que #1,< + oo e tal que X C U Ay entdao dizemos que
el
(A\)xer, € um subrecobrimento finito de X.

Definicao 1.33. Um conjunto K é compacto se para todo recobrimento aberto K existe

um subrecobrimento finito.
Exemplos 1.34. Em R?

e = € compacto: Se (Ax)aer € um recobrimento aberto de x entao existe pelo menos

um k € I tal que v € Ay entao Ay € um subrecobrimento finito.

e R? ndo ¢ compacto: Seja Ay = B()\,1),\ € R2. R* C U Ay. Suponha que existe
AER?
I finito tal que (Ax)xer € um subrecobrimento finito de R*. Seja wg € I tal que

|l o|| = mazser||z||. Qualquer ponto z tal que ||z|| > ||zo|| + 2 nao pertence a algum

Ay com )\ € 1.
Teorema 1.35. No R", para K C R" as propriedades sequintes sao equivalentes:
1. K € compacto
2. K € fechado e limitado

3. Para toda sequéncia de elementos de K existe uma subsequéncia convergente com

limite em K.
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Demonstracao. 1 = 2: Exercicio.
2 = 3:K ¢ limitado, entao, pelo Teorema 1.30, para toda sequéncia de elementos de K
existe uma subsequéncia convergente. como K é fechado o limite pertence a K.

3 = 1: Exercicio. O

Defini¢ao 1.36. Seja C' C R"™. Dizemos que C' é convexo se Vx,y € C,Vt € [0, 1],
tr+ (1 —t)y e C.
Exemplo 1.37.

e B(a,r) é convexo: Sejam x,y € B(a,r) et € [0,1].
Afirmagao: tr+ (1 —t)y € B(a,r)
De fato, ||tz + (1 —t)y — al| = ||tz + (1 — t)y — ta — (1 — t)a|| < ||tz — tal| + ||(1 —
By — (1= t)all = Itlllz — all + [1 — tllly — all<tr — (1 — t)r = r
e B(a,r) ndo € compacto: B(a,r) C UB(a, s), mas se existisse I finito tal que
s<r
B(a,r) C UB(a, s), teriamos que B(a, Spmaz) O Bl(a,r) contradi¢ao, pois B(a,r) C

sel
B(a, Smaz) € Smax<T.

1.5 Limite de Funcoes de Varias Variaveis

Definicao 1.38. Sejam f: E CR" — RP e xy € R”. Dizemos que [ estd definida ao

redor de xo se
e 1 ¢ tal que AV (x0) tal que V(zo)\ {0} C E ou
o 1y € tal que IV () tal que V(xy) C EU{zo}

Definigao 1.39. Seja o € R" tal que f: E C R" — R? seja definida ao redor de xq e

L € R™. Dizemos que o limite de f quando x tende a .x¢ € igual a L se
Vex>0 30>0 tal que se ||z — xo||rn<0 = || f(x) — L||rer<e
Proposicao 1.40. O limite nao depende da norma escolhida.
Demonstracao. Exercicio. O
Proposicao 1.41. Se o limite existe ele é unico.
Demonstracao. Exercicio. O

Proposicao 1.42. Sejam f: ECR" - RP e g: E CR" — RP tais que lim f(z) = L,

Tr—x0

e lim g(x) = Ly. E sejam o,y € R. Entao:
Tr—xQ



12

1. li_)m (af +v9)(x) = L1 + Ly
T—x0

2. lim (f(z),g(x)) = (L1, L2)

Tr—T0

3. K C E tal que K U{xo} é uma vizinhanca de xq e f € limitada em K.
Demonstracao. Exercicio. O

Proposicao 1.43. Sejam f : E C R* — RP definida ao redor de xo, L € RP e g :
E C RP — R? definida ao redor de L. Se lim f(z) = L e lim g(z) = Ly, entdo
T—T0 T—T0

T—T0

Proposigao 1.44. Seja f: E CR" - RP, f(z) = (fi(x), ..., fo(x)).

lim f(z) = (L1, Lo, ..., L,) < lim fi(x) = Ly, li_>m fo(z) = Lo, ..., 1i_>m folz) =1L,
T—T0 T—=T0

T—rT0 T—T0

Teorema 1.45. Seja f : E C R" — R? definida ao redor de xq. Entao lim f(x) = L se,

T—T0

e somente se, para qualquer sequéncia (xy)ken de elementos de E tal que lim xp = x
k—+o00

tivermos que lim f(zg) = L.
k—+o0

Demonstracao.

= Exercicio.

< Temos que V(2 )ren tal que lim x, = xo, lim f(zx) = L.
—+00

k—-+o0
Suponhamos que lim f(z) # L. Dessa forma
T—rT0

de>0 V>0 Jzx|z — xol|<d e || f(x) — L||>¢
Considere 9, = %,
VE Jxy, tal que ||z — zol|<i e || f(zr) — L||>€
Isso implica que kgr_{loo T = To € kEr—Poo f(zx) # L, contradigao. O]

Exemplo 1.46.

fRNA(0,0)} = R
y
x? + y?

(z,y) =

O lim f(x,y) existe?
z—(0,0)

Considere as sequéncias (ug)ren, (Vx)ren de elementos de R? tais que uy, = (%, 0) e v =

(+.1). Temos que ml_l}r_{loo ur = (0,0) e zgrfka = (0,0). No entanto, xgrfoof(uk) =0e

1 . ~ .
a;gr-iI-loof(/Uk) =3 Portanto, o xl%}o) f(z,y) nao existe.
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1.6 Continuidade

Definigao 1.47. Sejam f : E C R" — RP uma fung¢ao e xg um ponto interior de E.

Dizemos que [ € continua em xq se

lim f(z) = f(xo).

T—T0

Ou seja, ¥ € >0 35 > 0 tal que, ||z — zo|| < 0 = ||f(x) — f(z0)]| < e.
Se f é continua para todo ponto de F, dizemos que f é continua.

Exemplo 1.48. Seja f : R? — R dada por

f(w,y)z{ 0, se (z,y)=(0,0),

Ty

wiz se (z,y) #(0,0).

Nao eziste o limite da f no ponto (0,0) entao, f nao é continua em (0,0).

Proposicao 1.49. Dada uma funcao f, temos f continua em xzy se, e somente se, para

toda sequéncia (Xy )i de elementos de E tal que, lim X = x¢ temos lim f(Xy) = f(zo).
k—o0 k—o0
Prova andloga ao teorema de limites e sequéncias.

Proposicao 1.50. A soma, a composicao, o produto por escalar de funcoes continuas

sao continuas.

Demonstra¢ao. Provaremos apenas que a composigao de fungoes continuas é continua.
Sejam z C R™ Y CR", f: X — R" com f(X) CY eg:Y — RP. Considere f
continua em a € X e g continua em b = f(a) € Y. Mostraremos que go f : X — RP
¢ continua em a. Como g é continua, dado Ve > 0 3d; > 0 tal que ||y — f(a)|]| <
0 = |lg(y) — g9(f(a))|]| < e. Como f é continua, dado € > 0,30 > 0 tal que, z € X,
||z —al|| < ds = ||f(z) — f(a)]| < e. Sabemos que f(X) C Y, logo f(z) € Y. Concluimos
que

|z = all < 02 = [|f(z) = f(a)|| <1 == llg(f(x)) = g(f(a)]] <e.

Portanto, g o f é continua em a. n

Definigao 1.51. Seja f : E C R* — RP. Seja a = (aq,...,a,) € E. Para todo i €
[1,...,n], podemos definir a funcao f; : R — RP dada por fi(z) = f(ai, ..., ai—1, %, aiy1, ..., ap).

Os f; sao chamados de fungoes parciais de f em a.

Proposicao 1.52. Se f € continua em a = (ay, ..., a,) entao, f; € continua em a;, Yi €

[1,...,n].
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Demonstragdo. Seja (Uy)r C RY uma sequéncia tal que Uy, — a;. Seja
(Xk:)k = ((al, ag, ..., Ai_1, Uy, Aig 1y eeey an))k C EN,

logo, Xy — a. Pela continuidade da f em a, temos f(X;) — f(a). Mas, f(X) =
flar, . ai1, Uk, @i, oy a) = fi(Ug) e f(a) = fila;) = fi(Ux) — fi(a:). Logo, f; é

continua em a;. O
Obs: A reciproca ¢ falsa.

Exemplo 1.53. Considere a fun¢ao definida no Exemplo 1.48. Temos que as suas fungoes

parciais sao continuas em (0,0), mas f nao € continua em (0,0).

Teorema 1.54. Seja f: E C R" — RP. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
i) f € continua em E;
i) Para todo aberto A C RP, f~1(A) € aberto em E;

ii) Para todo fechado B C RP, f~Y(B) € fechado em E.

Demonstracao. (ii) <= (iii)

=) Seja B C RP fechado = RP\B é aberto = f~!(RP\B) ¢ aberto, por
hipétese. Dai, f~1(E\A) = E\f!(A) é fechado, logo, f~1(A) é aberto.

<) Seja A C RP aberto= RP\A é fechado= f~}(RP\A) é fechado, por
hipétese. Disso, f~1(E\A) = E\f~(A) é fechado, portanto, f~!(A) é aberto.

(i) <= (i)

<) Sejam xy € E e € > 0, considere a bola aberta de centro em f(zo) e raio
e. Como isso, f_1(B(f(xo),€)) é aberta=—> 19 € f~Y(B(f(x0),g)) = 36 > 0 tal que
B(r0.8) C f(B(f(z).c)). Sey € Blaod) = y € [(B(f(x0).2)) = f(y) €
B(f(zo),e) = |ly — mol| <6 = ||f(y) — f(zo)|| < Ve > 0. Logo, f é continua.

=) Sejam A aberto e zg € f~1(A). Assim, existe ¢ > 0 tal que B(f(x¢),e) C A.
Pela continuidade da f, 36 > 0 tal que ||[zg — y|| < 0 = ||f(y) — f(x0)|| < eVy € E.
Com isso, y € B(z¢,0) = f(y) € B(f(x0),e) CA= f(y) € A=y e [1(A) =
B(xg,8) C f~1(A). Logo, f~1(A) é aberto. O

Proposicao 1.55. Seja f : E C R*" — R? continua. Seja K C E compacto entao,
f(K) é compacto.

Demonstracao. Seja (X), uma sequéncia de elementos de f(K). Como X € f(K) para
cada k, existe U, € K tal que f(Uy) = Xj. Como (Ug)r é uma sequéncia de elementos
de K (compacto) entdo, existe uma subsequéncia (Uy)ren, convergente a algum a € K.
Pela continuidade da f, limy_,o f(Uy) = f(a) = Xy — f(a) € f(K). Logo, f(K) é

compacto. ]
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Proposicao 1.56. Seja f : K C RP — R com K compacto. Se f é continua entao,
existe xg € K e w1 € K tais que f(xo) < f(x) < f(z1)Vx € K.

Demonstra¢ao. Sabemos que f(K) C R é compacto, pois f é continua e K é compacto,
ou seja, f(K) é fechado e limitado. Com isso, para todo = € K:

I = inf f(zy) = inf < f(z) < su = su z1) = S.
Zoer( 0) yo€f(K) o = f( ) - ylef?K) h zle%f( 1)

Assim [ e S pertencem ao fecho de f(K), mas f(K) é fechado, logo, I € f(K)e S € f(K).
Portanto, 3 xy € K tal que I = f(x¢) e 3y € K tal que f(z1) = S. O]

1.7 Continuidade Uniforme

Definicao 1.57. Seja f : E C R" — RP. Dizemos que f € uniformemente continua se,
para todo € > 0 existe 6 > 0, para todo (z,y) € E X E se:

|z —yll <o = |lf(x) = FWll <¢

Exemplo 1.58. Seja f: E C R — RP uma funcao lipschitz, ou seja, existe k > 0 tal
que || f(z) — f(y)|| < k||lz — y|| para todo x,y € E. Entao f é uniformemente continua.

De fato, dado € > 0, tome § = £ = || f(z) — f(y)|| < k|lz —y|| < k§ =e.

Teorema 1.59. Seja f : K C R" — RP com K compacto. Se f € continua, entao f é

uniformemente continua.

Demonstracdao. Suponha que f nao seja uniformemente continua. Assim, existe e > 0 para
todo § > 0, existe (x,y) € K x K tais que ||z —y|| < d e ||f(x) — f(y)|| > €. Dessa forma,
para cada 0 = 7, existe (X, Y;) € K x K tais que || X}, — Yi|| < 1 e [|f(Xi) = f(V)]| > €.
Como (Xj)r C K(compacto), entdo existe uma subsequéncia (Xj)ren, convergente para
um zy € K. Pela continuidade da f, temos f(Xy) — f(zo) para k € Ny. Além disso,
Y — xq, pois ||V — Xil|| = [|Ye — Xk + Xk — Xol| < ||V — Xil| + | Xk — z0]| < e
Logo, f(Yx) — f(zp) uma contradigao ja que ||f(Xx) — f(Yx)|| > e. Portanto, f é
uniformemente continua.

]

1.8 Conjuntos Conexos

Definicao 1.60. Seja E C R™. Dizemos que E € um conjunto desconexo se E € a unido

de dois abertos em E disjuntos e nao-vazios.

Observacao 1.61. Caso contrdrio, E € conexo (ou seja, E ndo pode ser escrito como a

uniao de dosi abertos em E disjuntos nao-vazios.
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Teorema 1.62. As afirmacoes sequintes sao equivalentes:

a) E € conexo;
b) E ndo pode ser escrito como uniao de dois fechados em E disjuntos nao-vazios;
¢) Os unicos conjuntos abertos e fechados em E sio E e ();

d) Os tunicos conjuntos A de E tal que Z\fi sio E e ;

e) E ndo pode ser escrito como a unido de dois conjuntos separados (AN B = () e

ANB=0);
f) Para toda f : E — {0,1} continua, f € constante.

Demonstragao. a) <= b) ou ~a) <= ~b)

E nao é conexo se, e somente se, ¥ = AU B com A e B disjuntos nao vazios
e abertos em E. Com isso, C' = E\A e D = E\B sao fechados, além disso, C' = B e
D = A, portanto, £ = C U D.

b) <= e)ou~b) < ~e)

=) Suponha que £ = AU B com A e B disjuntos nao vazios e fechados em E.
Como A e B sdo fechados, temos que ANB=ANB=0e ANB=ANB = (. Logo,
E=AUBtalque ANB=0e AN B =40.

<) Suponha que E = AUB com ANB = e ANB. Seja (X,,),, C A convergente
para zg € E. Mostraremos que zg € A. Se xg ¢ A temos que zg € B, mas xy € A. Assim,
zg € AN B = 0. Logo, o € A, portanto, A é fechado em E. De forma andloga, vemos
que B é fechado em E. Logo, E = AUB com A e B fechados em E, disjuntos nao vazios.

~a) < ~0b)

Suponha que E nao é conexo, ou seja, F = AU B com A e B disjunto nao vazios
e abertos. Considere f: E — {0,1} dada por

f(x):{o, se x €A,

1, se z € B.
Note que f é continua, pois A e B sao abertos e disjuntos.

~f) =)

Suponha que exista f : £ — {0,1} continua ndo constante. Considere A =
f740) e B= f71(1). Pela continuidade da f, temos A e B conjuntos fechados disjuntos
e F=AUB.

As outras implicacoes ficam a cargo do leitor. O
Proposicao 1.63. A reuniao E = U E; de uma familia qualquer (finita ou infinita) de

icl
conjuntos conexos que tem um ponto x em comum (x € E; para todo i) € coneza.
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Demonstracao. Seja E = AU B com A, B abertos em E e disjuntos. Seja x € FE; para
todo i.

Suponha que x € A. E; = (AN E;))U(BNE;). Comoz € AN E; e E; é conexo,
temos que BN E; = (). Assim, B = U(B N E;) = 0. Logo, E é conexo.

el

Proposicao 1.64. Os iunicos conjuntos conexos de R sao os intervalos.

Demonstracao. Seja EF C R conexo tal que E nao seja um intervalo. Entao existem
a<b<ctaisquea€ E,ce Feb¢ E.

Considere A ={zx € E;o <b} e B={zx € E;z > b}.

E=AUB. Ae B sao abertosem E, ANB =0, A#0, poisac Ae B # 0,
pois ¢ € B. O que é um absurdo, pois supomos £ conexo. Logo, £ é um intervalo.

O
Proposicao 1.65. E C R" conexo, f : E — RP continua. Entao f(E) é conezo.

Demonstragao. Suponha por absurdo que f(E) nao é conexo. Isto é, f(E) = AU B com

A e B abertos em f(FE), disjuntos e nao-vazios.
J7H(E) = fT(AUuB) & E= [T(A)Uf(B)

Como por hipétese f é continua, temos que f~'(A) e f~!(B) sao abertos em E.
Como A e B sdo nao-vazios e A C f(E),B C f(E), entao f~'(A) £ 0 e f~(B) # 0.

Note que f~1(A) N f~1(B) # 0, pois se existe z € f~1(A) N f~1(B), temos que
re fY(A)exe fTY(B)= f(z) € Ae f(z) € B. Contradizendo o fato de que ANB = ().

Logo, E é a uniao disjunta de dois conjuntos abertos e nao-vazios. Absurdo, pois
E ¢ conexo.

Conclusao: f(F) é conexo.

O

Teorema 1.66. (Teorema do Valor intermedidrio): Sejam f : E C R" — R
continua e E conexo. Para todo x,y € E e para qualquer ¢ € (f(z), f(y)), eziste z € E
tal que f(z) = c.

Demonstragao. Pela proposicao anterior, f(E) é conexo e pela defini¢ao da f, f(E) C R.
Assim, f(F) = I é um intervalo.
Sejam z,y € E. Com isso, f(z) € I e f(y) € I, sendo assim, (f(z), f(y)) C I. Se
ce (f(z), fly) C I= f(E), temos que c € f(E). Logo, existe z € E tal que f(z) = c.
0
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Defini¢ao 1.67. Seja I' C R, I é um caminho continuo (arco continuo) se existe =y :

[a,b] — R"™ continua tal que y(a,b) =T,
(v € chamado de parametrizagio do caminho T’ (a parametrizagdo nao € unica)).

Definigao 1.68. E C R" € conexo por caminhos (conexo por arcos) se ¥ x,y € E

existe um caminho continuo em E que liga x ay. (3 7 : [a,b] = R™ continua tal que
v(a) =z,7(b) =y e([a,b]) C E).

Proposicao 1.69. Se E C R" é conexo por caminhos, entio E € conezo.

Demonstracao. Seja v € E, para cada y € E, existe I'y C E que liga x a y, pois por

hipétese E é conexo por caminhos. Assim, F = U I'y, poisy € I'y.
yer
Temos também que I'y, é conexo, pois é a imagem de um conexo (intervalo) por

uma aplicacao continua. z € I'y V y.

Logo, E é conexo, pois é a uniao de conexos com um ponto em comum.

Questao 1.70. Encontre um conjunto conexo que nao é conexo por caminhos.

Demonstragdo. Considere X = {(z,y) € R%z > 0 e y = cos(2)} o gréfico da funcao
f:(0,4+00) — R dada por f(x) = cos(1) e f(0) = 0.

T

E = X U{(0,0)} é conexo, pois X N{(0,0)} =0, mas X N {(0,0)} = (0,0) # 0.
Mas, E nao é conexo por caminhos, pois o tinico caminho possivel que liga (0, 0)
a (2,0) tal que v(0) = (0,0) e v(2) = (2,0) ¢ dado pela aplicagao v : [0, 2] — R? tal que

T

|=

(z) = (z,cos(5)) se >0
(0,0) se £=0

< , - L 1
Mas, v nao é continua, pois }:ILI}) y(z) = glcll)I(l)(SE, cos(;)) # ~(0).

m
Proposicao 1.71. E C R" aberto é conexo se, e somente se, E é conexo por caminhos.

Demonstracao. <) Ja foi provado na proposigao anterior.

=) Seja £ C R™ aberto e conexo. Fixado a € FE.

Dado z € E, denotemos [a, z| := caminho que liga = a a. Considere o conjunto
U={x € FE;la,z] C E}.

Note que U é aberto, pois dado x € U, temos que 3 r > 0 tal que B(z,r) C E,
pois E é aberto. Como B(x,r) é convexa, entao para todo y € B(z,r) temos que [z,y] C

B(z,r) C E. Dai, por justaposigao, [y,a] C E para todo y € B(z,r). Logo, B(x,r) C U.
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Note também que V' = E\U ¢é aberto, pois se v € V, [v,a] ¢ E. Tomando
ry > 0 tal que B(v,r;) C E, temos que dado z € B(v,1),[v, 2] C B(v,r;) C F, mas se
[z,a] C E, terfamos, por justaposicdo, [v,a] C E. Absurdo.

Dessa forma, £ =V UU com V e U abertos em E e disjuntos. Como FE é conexo

eac U, segue que V = (. Logo, E = U e portanto, F é conexo por caminhos.
m

Exemplo 1.72. Um conjunto convexo € conexo por caminhos.

e

Definigao 1.73. Seja E C R™. Seja x € E. A componente conexa de x em E (C,) € a

uniao de todos os subconjuntos conexos de E que contém x.

Exemplo 1.74. ECR,x € FE
E=R, C,=R
E =TR\{0} Cy =] —00,0[, se z<0eC,=|0,400], se x>0
E=Q, C, =u.

Proposicao 1.75. C, € o maior conexo que contém x.

Demonstracao. De fato, se C' é conexo e x € C entao C' é um dos conjuntos cuja uniao
é C,. Logo, C Cc C,. Se C é conexo e C NC, # () entao C U C, é conexo e assim,
cud, C C,. Logo, C C C,.

O

2 Funcoes Reais de n Variaveis

2.1 Derivadas Parciais

Defini¢ao 2.1. Sejam E C R"™ aberto, f : E — R e a = (ay,...,a,) € E. A derivada

parcial de f em relacdo a x; no ponto a (%(a)) € a deriwada de f; no ponto a;, ou seja,

. f(ala"'7ai—17ai h7"‘7an) _f(a17"‘7an)
5(a) = fi(a:) = lim e

— im flay, ., ai1, 2,041, ..y a,) — flag, ..., a)

T—ag T — a;

Exemplo 2.2. f(z,y) = In(z + y)

of _ 1 of —
5 (T y) = T4y a—y(fva?/) = Zty°
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2.2 O Teorema de Schwarz

Seja f : U — R um funcao que possui as derivadas parciais %(a), o %(a)
em todo ponto a do aberto U C R". A j-ésima derivada parcial da funcao U —R

no ponto a € U sera indicada por

@I (- f< f)
8%-8% 895] ox )

Em geral, a existéncia das derivadas parciais de segunda ordem em todos os

pontos onde f esta definida nao garante que se tenha

*f  0f
8xj3xi B 89018%

Exemplo 2.3. Seja f : R? — R definida por

Fny) = { 0, se (z,y)=(0,0),

wy(z?—y?)

) se (2,y) # (0,0).

Para todo y # 0 tem-se f(0,y) =0 = f(0,0). Assim,

8f f(way)_f“)ay)_ : f(l',y)
g \0y) = lim p ==
oyt =) =y
—}}E}) 22 + 32 - Y2 =Y

Logo,

F (05
500 =2 (Fo) = -1

De forma andloga, verifica-se que awy(O 0) = 1. Portanto,

0 f
Oyox

0*f
0xdy

Definicao 2.4. Seja f : U — R uma fun¢ao que possui as n deriwvadas parciais em todos

(0,0) # (0,0).

os pontos do aberto U C R"

of of
a—xl(a/),...,a—xn

se estas funcoes forem continuas em U, diremos que f € uma funcao de classe C*. Se

U — R,

as derivadas parciais de sequnda ordem existirem e forem continuas, diremos que f € de

classe C?.

Lema 2.5. Sejam X C R™ um conjunto arbitrario e K C R™ compacto. Fixemos xy € X.
Se f: X x K — RP € continua entao, para todo € > 0 dado pode-se obter 6 > 0 tal que
re X ellx—xol| <9 implicam || f(x,t) — f(xo,t)|| < e para todo t € K.
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Demonstracao. Suponha por absurdo que o resultado é falso. Assim, tomando d, = %,
existem & > 0 e sequéncias de elementos (X;)x C X e (Ty), C K tais que || Xz —zo|| < 1 e
|| f( Xk, Tk) — f (20, Tk)|| > €. Como K é compacto, (T})x admite um subsequéncia (Ty)ren,
convergente a algum ty € K, ou seja, T, — to para k € Ny. Assim, (X, Ti) — (xo, to)

para k € Njy.
Pela continuidade da f, temos f (X, Tx) — f(xo, o), portanto, e < lim || f(Xg, Tx)—
f(zo, Ti)|| = || f(xo, to) — f(zo,t0)|| = 0. Absurdo, pois £ > 0. O

Teorema 2.6. (Derivacao sob o sinal de integracao): Dado U C R"™ aberto, seja
f:U X [a,b] = R continua tal que a i-ésima derivada parcial %(m,t) eziste para todo

ponto (z,t) € U x [a,b] e a fun¢do % :U X [a,b] = R, assim definida, € continua. Entao
b
a fungio ¢ : U — R dada por ¢(x) = [ f(z,t)dt, possui a i-ésima derivada parcial em

oL (a, t)dt.

cada ponto x € U, sendo %(m) =

8 —o

Resumindo: Pode-se derivar sob o sinal da integral, desde que o integrando re-

sultante seja uma func¢ao continua.

Demonstrac¢ao. Queremos mostrar que existe

b
gy g Pl tse) —px) [ Of

Ou seja, mostremos que dado € > 0, 3 J > 0 tal que

|s| <0 = — Gx-(x’t)dt <e.

S

o+ se:) — olx) /” of

Como U é aberto, dado x € U, existe 4y > 0 tal que para todo s € R com |s| < §p temos
que [z, x + set] C U.
Note que

o(z + se;) — p(x) _/ af <x7t)dt:/{f(x—l—sei,t)_f(x,t) af (,1)| dt.

s ox; s 0x;
a a

Pelo teorema do valor médio na reta, temos que existe 6 € (0, 1) tal que

f(x+56i>t)_f($vt) af

S - Oy

(x + Ose;, t).
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Assim, a igualdade (2) se resume a

b b
iy B ) a a 8
/ {f(x - ? fnh 8dj;¢ (x’t)] « :/ [a:i- (w+0se:) = 832- (1))

Como % : U X [a,b] — R é continua, temos pelo Lema 2.5 que, dado £ > 0, podemos

obter 0 < § < & tal que

/ (x + Ose;, t) —

)
|s| <0 = oz,

para todo t € [a,b]. Logo,

b

o(x + se;) —pz) / g_:fi(x’t)dt _ /b [af' (z + Ose;) — g—i(x,t)} dt

a

of

b
0
Portanto, ¢(x) possui a i-ésima derivada parcial dada por acp (x) = a—f(x, t)dt.
ZT; ZT;

]

Teorema 2.7. (Schwarz): Se f: U — R € de classe C? no aberto U C R™ entao, para
quaisquer 1,7 = 1,....n e x € U tem-se
0 f 0 f

Demonstracao. Sem perda de generalidade, vamos supor que U = [ x J é um retangulo
em R2.
Como f é C?, % : U — R existe e é continua, e portanto integravel.

Assim, fixado b € J, para todo (z,y) € U, pelo teorema fundamental do calculo, temos
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f(x,y) :f(x;b)‘f‘/a—y(l’,t)dt.

9% f
ox; 895

sob o sinal da integral e obtemos

[of
Gm( 3y —(z,t)dt) /893834 x,t)dt.

: U — R é continua, pois f é C?, pelo teorema anterior, podemos derivar

Como

Logo,

Y

of _of O*f

%(%‘;y) = 8—30(%5) +/8x8y(m’t>dt
b

Derivando com relagao a y, notemos que

0% f s, O f
8y8x<x ) dy /&Uay z, t)dt) ~ 9z0y (z.9),
b

I oy = ZL 0y
OyOx By = Oxdy v Y

pelo T.F.C. Portanto,

2.3 Derivadas direcionais

Definicao 2.8. f : U C R" — R,U aberto. Sejam o € U ev € R". A derivada

direcional de uma funcao f no ponto xy e na direcao de v é definida por

of . flwo+tv) — f(xo)
5y (o) = lim "
quando esse limite existe.
of of

Observagao 2.9. (x0), com e; o i-ésimo elemento da base canénica.

Oxi (ZU()) B Qei

2.4 Diferenciabilidade

Definicao 2.10. f : U C R" — R™ com U aberto. Seja xo € U. Dizemos que f é
diferencidvel em xq se existe uma transformacao linear L : R™ — R"™ tal que

o L0+ 1) = o) = L(B)

h—0 h =0

Outra maneira de escrever: existe uma func¢ao r : R® — R™ (resto) tal que

F(zo+h) = f(z0) = L(R) +7(h) e lim U,
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Notagao: L = Df(zg) = D[y, = df (z0) = df s,

df., ¢ chamada de diferencial de f no ponto zy.

Cuidado: df,, € L(R",R™).

f é diferencidvel se f for diferenciavel para todo ponto de U.

A diferencial da funcao f é

df : U — L(R™", R™)
xo — df z,

Exemplo 2.11. f: R — R derivdvel.
Seja xp € R df., € L(R,R).

Sabemos que

lim f(xo +h) — f(xo)
h—0 h

= f’(.’lﬁo) = lim

= dfy, = f'(z0).h.

Cutdado: L(R",R™) > df,, # f'(x9) € R

dfy, - R—R
h — f'(zo).h.

Exemplo 2.12. f: R" — R diferencidvel.

Seja o € R" dfz, € L(R", R)

i (0 +h) = flao) —dfuy-h _ 0

h—0 |7l

Fazendo h = te;

lim f(xo +te;) — fxo) — dfy,.-te; ~ lim f(@o +te;) — f(wo) — tdfy,.€; _ 0
t—0 || te; || t—0 |t|

Sabemos que

fzo+te;) — f(wg)  Of
t—0 t ~ Odg;

(2o)-
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Logo,

t—0 t

Portanto, dfy,(e;) = 5 (o).
Mas, note que
h = (hl, ceey hn> = h1.61 + h2.62 + ...+ hn.en.

Assim,

df o (R) = dfyo (b1, hay ...y hy)
= hldf:co(ei) + h2df$0(62) + ...+ hndf:co(en)
of

0
:a_f(-fo)hrl- -+, n( o). I
(gradiente de f em xg)
ﬁ—i(wo)
Vf(zo) = : = (aa—mfl(xo), e %(z@) .
L ()
Logo, a diferencial de f em xq € dada por
dfz, :R" — R

Proposicao 2.13. Se df existe, entdo ela € unica.

Demonstragao. De fato, suponha que f : R" — R™ ¢é diferenciavel e df;(xg) e dfs(xq) s@o
as diferenciais de f em xy. Dai, dado h € R",h #0 e t € R, suficientemente pequeno,

temos que



T1 (th)

f(xo +th) = f(zo) = dfi(xo)(th) + ri(th), cont tlf}glo ||th]|
e

B 9 (th,)
f(zo +th) — f(x0) = dfa(xo)(th) + ro(th), com |[th]|

= |ldfy (o) (th) — dfa(wo) (th)|| = |[ra(th) — ri(th)]].
Como df1(zo) e dfa(xg) sao lineares e como ||th|| = |t|||h]|, segue que

i) ) = dsan) )] = 1rs(eh) + e - L0

_ [[ra(th) + ro(th)

L i

[Ith]]
Fazendo t — 0, temos que [|th|| — 0. Logo
Tl(th) 7”2 th
d h)—d h)|| = M 0

Logo, dfi(xo)(h) = dfz(x0)(h).

Como h # 0 é arbitrario, segue que df;(xg) = dfz(x).

Exemplo 2.14. f: R" — R™ diferencidavel. Seja oy € R™.

dfz, € L(R",R™) f(@o) = (fi(z0), -y frm(20))
hm f(x(] + h) — f(iL'o) — dfxo-h _ O N
70 I|A]] e

Primeiro encontremos df.,(e;) = (g1(€;), -, gm(€;)-

=0

Fazendo h = te;, t € R, temos que
iy J1(%0 +tei) — fizo) — gi(tei) _ . fizo +tei) — fizo) —t.giler) _
150 [te:] 10 t]

 filzo+tes) — fi(wo) — P (0.t) af;

Oh, O O (%)) |

Assim, df s (€;) = (5’% (o), o, ——(z0),- -, o,
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Logo,
dfazo(h) = df:{:g (61).h1 + dfxo (62).h2 + ...+ dfxo (€n>-hn

_ - afl afm
N (Z; &Uz h Z 8@ )

Definigao 2.15. Seja f : U C R® — R™ diferencidvel. O jacobiano da fun¢ao f no ponto
Ty € Jf(xo) S Man(R).

o] o 0,
2] 2] 0
Je o — a—ﬁ(l’o) a—ﬁ(fﬁo) e ﬁ(%)
f(xo) — . . .
O fm Ofm Ofm
_8Lx1 (%0) 8];32 ($0> Ce (,)icc—n(.r())_
df, : R" — R
h —> Jf(xo)'h

Cuidado: f diferenciavel = f tem derivadas parciais

&~

Proposicao 2.16. Se f ¢ diferencidvel em xy entao f é continua em x.

Demonstra¢ao. Mostremos que lim f(x) = f(zg) < }lLir% f(zo+ h) = f(xg).
—

T—rT0

f(zo+h) — f(xo) — L(h)
||7]|

De fato, como f é diferenciavel, temos que ’lbim =0
—0

= lim f(wo +h) = f(x0) = L(h) = 0.

Como L é continua, pois L € L(R™,R™) e L(0) = 0, temos que lim L(h) =0

h—0

= lim f(zo +h) = f(wo) =0 = lim f(zo +h) = f(o).

Logo, f é continua em xg.

[]

Definigao 2.17. f: U C R® — R™ ¢ de classe C! se as derivadas parciais existem e sdo

continuas.

Teorema 2.18. f : U C R" — R™ com U aberto. Se f € de classe C' entdo f €

diferencidvel.
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Demonstragao. : Caso f: R? — R.

Queremos mostrar que f é diferencidavel em (zg,yo). Para isso, é suficiente mostrar que

. F(@o + hayyo + ha) = f(z0,50) — G5 (w0, y0)-hn — G (20, 90)-s
lim =0. (3)

(h1,h2)—(0,0) Vhi+h3

Como as derivadas parciais existem, temos que

%(fﬂoﬁyo) = hlllgl0 (20 + 23 (%0, Yo)
I

A
e N

F@o + ha,yo) — fzo,y0) — L (o, yo)-la

< hl1H—I>10 hl =0
Note que
(3) = lim f(xo + hi,y0 + he) — f(xo + ha,yo) + f(xo + ha,yo) — f(0,90)

(h1,h2)—(0,0) m

_%(330, Yo).h1 — 3—5(%, Yo)-ha

VI3 + h3

+

— m f(xo + hi,yo + ha) — f(x0 + h1,%0) — g—i(wo,yo).hg

(h1,h2)—(0,0) /h% + h%

17

A\

I Y

L f(xo 4 hi,y0) — f(0,90) — %(xoayo)-hl

VI3 + h3

Agora, observe que 11 — 0, quando (hy, ha) — (0,0), pois \/h? + h3 > |hy| = 11 < I.

Temos também que

g [Yo,yo + ho] — R
t— g(t) = f(wo + h,1)

é derivavel. Entao, pelo teorema do valor médio, 3 6 € (0,1) tal que

(Yo + ha) — g(v0) = ¢'(yo + 0.ha).hs

= f(xo+ h1,y0 + ha) — f(xo+ h1,y0) = 3_5(950 + h1,yo + 6ha).hs.

Logo,
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lim f(xo+ h1,yo + ha) — f(xo+ h1,yo) — g—i(o”ﬂo,yo)-hz B

(hl,hg)—>(0,0) /h% + h%

111

.

| of of \
(hl,hIQI)IE)(O,U) (a—y(fﬁo 1,0 + Bha) = 8_y(x0’ y0)> '

ho

— =0
VR4 h3

0
pois, como 6_f é continua, = [I1 — 0 quando (hy,hs) — (0,0) e temos também que
Y
h

1 + 2

]

Proposicao 2.19. Se f e g sdo diferencidveis, entio f+ g € diferencidvel e d(f + g)z, =

df o + dga, -
Se [ € diferencidvel entdo \f € diferencidvel para X € R e d(Af)z, = Adfs,-

Demonstracao. Mostremos que

i 9o + 1) = (f + 9)(w0) = (dfey + gy )P
B0 I|A]]

~0. (4)

De fato,

(f + 9)(@o+ h) = fzo + h) + g(xo + h)
= f(xo) + dfuy-h + 1r1(h) + g(x0) + dguy-h + 12(h)
= (f +9)(x0) + (dfzg + dguy)-h + 11(h) + 12(h)

Tl(h)_O i "2

h’_>0 TR~ e lim Tl = 0 pois, f e g sao diferencidveis em x.

f + g)(Io) + (dfxo + dgxo)'h + rl(h) + TQ(h) B (f + g)(l'o) — (dfxo + dgxo)'h
h—0 ||h||

Logo, f + g ¢é diferencidvel em xg e d(f + ¢)zy = dfsy + dGay-

De forma analoga verifica-se que Af é diferenciavel e d(Af)z, = Adfs,-
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2.5 Foérmula de Taylor

Seja F': R — R™ k-vezes diferenciavel em z(y. Entao,

1 1
Flwo+h) = F(xo) + dFoy(h) + 58 Foq (. 1) + .4 (b s b) + 7(h)

h
tal que lim r( i =
h=0 |[A]]

h
Notagao: \7|nf(l\|l = o(||n||").

Teorema 2.20. (Teorema de Taylon no R) Seja F : R — R k-vezes diferencidvel em x.
Entao,
7 1 1! 1

Exemplo 2.21. Seja F(x) = senz com F uma fun¢ao C>

Taylor em O:

F'(z) = cosx F'(0)=1
F'(x) = —senz  F'(0)=0
—cosx  F®(0) = -1

F® () =
FW(x) =senz F®(0)=0

Seja h € R.

1 1

F(h)=0+h— ghS + 5h5 + o(h®)
Ls, 1.5 6
sen(h) = h — éh + Qh + o(h®)
Ls 15

r— -z’ + —=z° +r(z) 1 1

=0 T —0 x x—0 6 51 T

2.5.1 Multi-Indice

Seja a = (aq, ..., ) com cada «; € N. Definimos como |o| = oy + ...+, (ordem
ou grau de a) e al = alas!...ap,!. Para x € R temos z® := (z{'.25%...2%"; onde z® é um
ndmero natural.

Além disso, temos que

olel f

0 x,0%2x,...0% 2,

Teorema 2.22. (Teorema de Taylor) Seja F': R — R k-vezes diferencidvel em xo. Entao,



F(z,+h) =)

o] <k

ou

lal=

cho ")

Lema 2.23. Se dF, (")

continua simétrica entao:

(wo T — Xo) —l—ZR
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aa

(o). + o[

(x — x9)* com lim R,(z) = 0.
Tr—xQ
k

com ci : E*Y — F aplicacoes multilineares

_ k+1 n+1
F(a+h) = F(a) +k§ (B o (IR,
Demonstragao. Queremos provar que R(h) = F(a+ h) Z P RFTY).
Para isso temos que verificar que,
R(h) _ _ . 1 k+1\ _ ny.
i =0 € A = dFuen0) = D ) = el
d
com lim dBn() _ = 0. Entao, Ve 34 tal que <.
h—0 ||h||
Pelo Teorema do valor médio temos
n R(h)
IR(R) = R(O)|| < k|[h = Ol = [[R(R)|| < |[B]l = e[|hl|""" = hH%HhH—n—i—l =
“ 1
Vamos mostrar que agora que dRy(-) = dFyn(-) — o 1ck(hk, ).
k=0

h+1)— R(h) —dF, (I h

R(b+1) = R(H) = dFuon) =3 g
1] B
1
=(F(a+h+1)— F(a) — i 1ck(h’ DFY — F(a+ h) + F(a)+
k=0

—~ 1 k41 - k 1
+ Ck(h ) — dFa+h(l) + Ck(h ,l))—

2551 Z 7]
Por defini¢ao da dF,,, temos que hm H lH = 0. Dai
1 n
- hk l k+1\) h.l k—i—l.
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Para £ = 0 temos:

1
i

(Coll) + Co(h) — Co(h +1)) = H71H<co<z> + Colh) — Coh) — Co(l)) = 0

Para k = 1 temos:

(€, (h, z>+ Cy(h, h)——Cl(hH hetl)) = ——(Cy (h, D45 Lewtn n)— (Ol(h, h)+

1
]

i
1o, 1 1 1
+Cy(h, 1) + Cy(1,h) + Cy (1, 1) = —= = O (——, ——) =

Pois, temos C' continua e bilinear, entao lim ——— ey 0
h=01]17]]

Prova do Teorema de Taylor

Demonstracao. A prova sera feita por inducao. Para k = 0 temos a definicdo da conti-
nuidade. Para k = 1 temos a definicao da diferenciabilidade.

Vamos supor que o teorema vale para k e provaremos que vale para k + 1. F é
k + 1-vezes diferenciavel, entao dF' é k-vezes diferenciavel, entao podemos usar o teorema
de Taylor até K para dF. Ou seja,

dFain (") Zzn,d"“F (") +o(|IR]").

n=0
Pelo Lema anterior:
k 1 k+1
_ n+1 n+1 k+1 "(F(h™)
Flah) = Fp ) g ™ R o) = Flap > ' (5

o (|Inll*).

Isso é Taylor de ordem k + 1.
1 . . - . . - ) : .kl
= —F «(+) s@o multilineares pela definigdo da diferencidvel sao continua (pois F' é ¢**')

snnetrlca O

3 Funcoes Implicitas

Teorema 3.1 (regra da cadeia). Sejam U C R e V C R abertos, f : U — V continua

funcao tal que f1, ..., f,, sdo suas fungoes coordenadas as quais possuem derivadas parciais
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ema € U, eg:V — R diferencidveis em b = f(a). Entao, go F' : U — R possui

derivadas parcias em a e vale:

dgo f (9f]
8561 Z 3% 8.731

Além disso, se f,g forem C*, entio go f é C1.

Demonstragdo. g o f(a + te;) — go f(a) = Q[f(a + te;) — g(f( )] = dgy(f(a + te;) —
Fl@)) + r(fa + tes) — f(ay) LET D Z % Slerie) 40,

1] |t]
r(flatte) —fla)) . r(flatte)— f(a)

|t| t—0 t

d9of . _ < 0f;
o (@)= Zayl(’”' 72 ()

. Portanto,

[]

Teorema 3.2 (Valor Médio). Seja f : U C R" — R diferencidvel. Se o intervalo
la,b] C U, entao eziste c € (a,b)tal que

b) — (b—
f(b) = fla) = Vf(e)-(b - a) Zaxz
Demonstracao. Consideremos o caminho continuo

A:[0,1] — [a,b] C U
/ s (1—t)a+th

Seja f o A — R pela regra da cadeia temos que (f o A — R)’ Z

o, i(1).

Pelo teorema do valor médio na reta, existe s € (0,1) tais que
foAl)— foA( ) Af(C) (b—a)

Z o
—1
Pela construcao da A temos que N (t) = b — a. Dal,

£0) ~ fla) =3 5

71—

A(s).(b—a)

€

—_

Temos que A é bijegao, como s € (0,1), entdao A(s) € (a,b). Logo, chamando
A(s) = ¢ segue o resultado.
O]
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Ja vimos a Regra da cadeia e o Teorema do valor médio, que serao usados durante
a prova do Teorema da Funcao Implicita.

Seja

F:UCR"xR™ — R™
(z,y) = F(z,y),

r € R", y € R™. Dado ¢ € R™, temos que para cada x, pode existir um ou mais valores
de y (ou pode nao existir) satisfazendo a equagao F(x,y) = c¢. Se existe uma vizinhanca
aberta W C R" de x( tal que para cada x € W existe exatamente um y satisfazendo a
equagao, entao dizemos que F'(z,y) = ¢ define y como uma func¢do de x implicitamente
sobre W.

Um teorema de funcao implicita é um teorema que determina em que condigoes
uma rela¢do como F'(x,y) = ¢ define y como func¢ao de x ou z como fungao de y (a solugao

é local). Apresentaremos a prova do seguinte Teorema da Fungao Implicita.

Teorema 3.3. Sejam F' : U CR" xR — R, (z,t) — F(z,t), de classe C*(k > 1), U
aberto, e (a,b) € U tal que F(a,b) =c e E(a, b) # 0. Entao existem um aberto W C R™

coma € W, e um aberto I CR com b € I, satisfazendo:

e Para cada x € W, existe um tnico t € I tal que F(x,t) = c. Dai, podemos definir

a fung¢ao

fW—I

z — f(x),
em que F(z, f(x)) = c.

F
o f ¢ de classe CF, %—t(x,f(x)) # 0 para todo x € W, e

I (0)
ox, T T f@)

para todox € W ej=1,...,n.

Demonstracao. Dividiremos essa demonstragao em 3 partes, a existéncia da f, a sua

continuidade e diferenciabilidade.

e Existéncia dos abertos e da funcao f: Suporemos sem perda de generalidade que

oF
E(a, b) > 0.
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. or , < :
Por continuidade de —, existe um paralelepipedo fechado nao degenerado do tipo

Wi x [by, bs] centrado em (a,b) e contido em U, com arestas paralelas aos eixos

coordenados tal que N > 0 sobre W7 X [by, by).

A funcao

F(CL,') : [bl,bg] — R
t  — Fl(a,t),

¢ estritamente crescente, visto que sua derivada é estritamente positiva. Como
F(a,b) = ¢, entdo F(a,b;) < ce F(a,by) > c.

Como F' é continua, existe um paralelepipedo aberto W C W, centrado em a com
arestas paralelas aos eixos coordenados tal que F(x,b;) < ¢ e F(x,by) > ¢, para
todox € W.

Dado z € W fixado, temos que a funcao

F(x,-) :[b,b) — R
t  — F(x,t),

¢ estritamente crescente e F(x,by) > ¢. Como F(x,b;) < ¢, existe um tnico ¢t €
(b1,b9) tal que F(z,t) = c (existe pelo Teorema do valor intermedidrio e é tinico
pela funcao ser estritamente crescente). Dai, temos os abertos W e I = (by,bs), € a

consequente existéncia da funcao f.

Continuidade
Consideremos F' : w — [by, bo]

Seja V' C [by,bs] fechado, como V é limitado, entdo V' é compacto. Queremos

mostrar que F~1(V') é fechado.

Seja (Tx)reny uma sequéncia convergente com elementos em F_1(V) C W tal que
limXy, = x € W. Temos que F(zg) € V, como V é compacto, entdo existe uma
subsequencia F(zy )ren convergente com limite s € V', i.e, limF(zy) = s. Dali, o
limF (zy, F(zy)) = F(x,s), por outro, limF(xy, F(xy)) = c. Segue-se que para
x existe s € [by, by] tal que F(x,s) = ¢, como s # by e s # by, entdo s € I. Pela
unicidade da F(z), temos que F(z) = s € V. Logo, x € F~1(V).

Agora, finalizaremos a prova do teorema, mostrando a diferenciabilidade da f e a
formula para o calculo de suas derivadas parciais.

Dado x € W, seja e; o j-ésimo vetor canonico (da base canonica) de R™ e s # 0

suficientemente pequeno tal que = + se; € W. Para P = (z, f(z)), @ = (v +
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sej, f(x + se;)) € U, temos que F(P) = F(Q) = c. Pelo Teorema do valor médio,
existe (T, 1) no segmento de reta [P, Q] C W x I tal que
0 = F(z+sej, f(x+ sej)) = Fla, f(x))
= (VF(,t), (x + se; — x, f(x + se;) — f(x)))

or _ _ oF _ _
= 6_1:]»(x’t) s+ g(%t) (f(z + sej) = f(2)).
. oF .
Assim, como E(m,t) # 0 para todo (x,t) € W x I, entdo
flatse) = @) _ 55 @D)
s 9 (z,1)
Pela continuidade de a—F, 6—F e f, temos que se s — 0 entao
81’]' ot
f(x + sej) — f(x) %j(:v,f(fv))
T T )
s r (2, f(z))
Portanto,
o (1 o (w, f(x)
—(x) = —F——.
Iz & (z, f(x))
Agora, como a—F, (9_F e f sao C*~1, temos que as —f sao C*~1. de onde segue que
(91:j ot (%zzj
féCk.

4 Teorema da Aplicacao Inversa

Definicao 4.1. Sejam U C R™ e V C R™ Uma bijecao continua f : U — V. cuja inversa
g=f1:V — U também é continua é chamada de homeomorfismo.
SeU CR"™ eV CR" sao abertos e f : U — V' é uma bijecao diferencidvel, cuja inversa

g=f1:V — U também é diferencidvel, entio f é chamado de difeomorfismo.

Observacao 4.2. Nem todo homeomorfismo diferenciavel é um difeomorfismo, ou seja,

possui inversa diferencidvel.

Exemplo 4.3. f: R — R dada por f(x) = x> é um homeomorfismo diferencidvel, cuja
inversa € g = f71 : R — R dada por g(x) = Yx Mas g nao é diferencidvel no ponto

0= f(0).
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Definicao 4.4. Seja U C R" aberto e f : U — R™ uma aplicacao diferencidvel. Dizemos
que f € um difeomorfismo local quando para todo x € U existe B = B(x;0) C U tal que
f: B — V € um difeomorfismo, onde V.C R™ ¢é um aberto que contém f(x). Seque
dai que se f : U — R™ ¢ um difeomorfismo local, entio Dy : R™ — R™ € um

isomorfismo, Vx € U.

Observagao 4.5. O Teorema da Aplicacao Inversa garante que a reciproca € vdlida, ou
seja, se Dy : R™ — R™ € um isomorfismo Vx € U entao f € um difeomorfismo local,
se f for de classe C*.

Decorre da defini¢cao anterior que um difeomorfismo local € uma aplicacao aberta, ou seja,

a imagem f(A) de qualquer aberto A C U é um subconjunto aberto do R™.

Demonstracao. Com efeito, considere para cada r € A, uma bola B, € A centrada em
x tal que f : B, — V, seja um difeomorfismo, Vz C R™ aberto. Entao, A = |J B,
e f(A) = f(UB:) = U f(B:) = UVz que é uma reuniao de abertos e, portanto, é um
aberto. Sejay € f(UB:) =y = f(2),2€ UB: = 2 € By, = f(2) € f(By,) = y €
U f(Bz,). Sejaw € U fi(B:) = w = fi(k), k € B, = k € NB, = [i(k) € f(NB,)w €
f(NB.). =

Observagao 4.6. Um difeomorfismo local é um difeomorfismo global se, e somente, €

uma aplicagao injetiva.

Teorema 4.7. Sejam U C R™ aberto e f : U — R™, C' Se, para algum a € U a
diferencial Dy, : R™ — R" € injetiva, entao existem § > 0 e ¢ > 0 tais que B(a,d) C U
e para todo x,y € B, tem-se ||f(z) — f(y)|| > ¢z — y||. Em particular, f : B — R™ ¢

mjetiva.

Demonstragio. A fungao ¢ : S™ ! — R definida por ¢ : (u) = ||Dyqull é positiva
em todos os pontos da esfera unitdria S™ ! que é compacta. Como ¢(u) > 0 para todo
x € S™ ! e ¢ é continua no compacto S™ !, pelo Teorema de Weierstrass, existe 2¢ > 0
tal que ¢(u) > 2¢ ou seja, |[Dy@yull > 2¢, Vu € S™ ' Por linearidade, temos que
| Dy@yv]| > 2clv|, Yv € R™. Para todo & € U, escreva r(z) = f(x) — f(a) = Dy (z —a) =
f(x) = f(a)Dys@)(x —a) +r(zx). Assim, para x e y quaisquer em U, temos f(x) — f(y) =
Dyt — )+ r(z) — 1(y). Como |z + yl| > lja]| - [}y temos:

1) = FWIl = IDs@ (@ = y) + r(z) = rWl = D@ = )l = [Ir(z) —r@)ll =
1f () = FWl = 2c]lz =yl — [Ir(z) — )]l

Resta mostrar que [|r(z) — r(y)|| < ¢. Observe que r é de classe C' com r(a) = 0 e
D, = 0. Pela continuidade de D, temos que existe § > 0 tal que ||z —al < § =
| Dr(2)-D, |l < € =c. Como D@y = 0 e ||[Dyul < ¢, pelo Teorema do Valor Médio,

aplicado a r no convexo B = B(x;0) temos que se z,y € B entao ||r(x)—r(y)| < c|lz —y||
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ou seja, satisfaz a condigao de Lipschitz. Assim, || f(z) — f(y)|| > 2¢||lx —y|| — ¢||lx — y|| =

1 () = FWI = ellz =yl =

Teorema 4.8. (Diferenciabilidade do Homeomorfismo inverso) Seja f : U —
V' um homeomorfismo de classe C' entre os abertos U,V C R"™. Se para algum x € U
Di(zy : R™ — R™ € um operador invertivel, entio o homeomorfismo inverso g : [~ :

V. — U ¢€ diferencidavel em f(x) e Dy(p(z)) = Dpa)

Demonstra¢ao. Dados x e x +v € U tais que f(x) =y e f(z +v) = y + w. Temos,

w = f(z +v)— f(x) = Dyzyv + s(v), onde 11)13[1) 7|ﬂ|(:“> = 0.

v=g(f(x+0)) —g(f(x)) = g9(y +w) — g(y).
Devemos mostrar que g(y +w) — g(y) = D)1 - w + s(w). Como v = g(y + w) — g(y) =
D)1 (Dyyv + r(v)) + s(w)), temos que v = v + Dyyy-17(v) + s(w). Para concluir a

demonstragao vamos mostrar que H — 0, quando w — 0. De fato, % — Dy

ol

Ilvll

HWH
s(w) __ (vl

") ol _ ") .
il = ~ D Tl = ~Prw - ol * T —ray- Assim, se w =0, v =0, pois

g € continua e hm ﬁ = 0.
v

Além disso, pelo Teorema (4.7) temos que,

o]

If (2 +v) = f(a)]]

s(w)
=0l

wll = [f(z+v) = f(@)]| = clv]| =

<

(5)

1
c

Por 5 e como, Df(z)™* - " — 0 quando v — 0 temos que 11 =0. O

Tl

Lema 4.9. Sejam U C R™ aberto e g : U — R"™ diferencidvel no ponto a € U, com
Dy(a) : R™ — R™ sobrejetiva. Se a € um ponto de minimo local de || g(x)|| entdo g(a) =0
(xeU).

Demonstragao. Se a é um ponto de minimo local de ||g(z)||, z € U entao a também
ser4a um ponto de minimo local da funcido ¢ : U — R definida por ¢(z) = ||g(z)|* =

g(z),g(x) > . Entao, ¢'(a) = 0. Como ¢'(z) = 2 < Dy, g(x) >, temos que ¢'(a)v =
2 < Dy@yv,g(x) >= 0. Assim, g(a) é ortogonal a imagem de Dy, = R", pois Dy é
sobrejetora. Logo, g(a) = 0. O

Teorema 4.10. (Teorema da Aplicagdo Inversa:) Seja f : U — R™ de classe
C* (k > 1) no aberto U C R™. Se a € U € tal que Dy, : R™ — R™ é um operador
invertivel, entao existe uma bola aberta B = B(a;6) tal que fip € um difeomorfismo sobre
um aberto V> f(a)

Demonstrag¢ao. Diminuindo o d, se necessario, no Teorema (4.7), temos que fig € injetiva.
Dal fip ¢ um difeomorfismo, onde B = Bla;§]. Como D; é continua em x € U, também

temos que Dy, : R™ — R™ é invertivel e todo operador suficientemente proximo de um
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operador invertivel é também invertivel. Logo D é um operador linear invertivel Vy € B.
Como f é um homeomorfismo e g = f~!: R™ — R™ ¢ diferencidvel, resta mostrar que
f(B) é aberto para usarmos o teorema 4.8 e concluir a demonstracao.

De fato, seja S a esfera que é a fronteira de B. Como f é injetiva dado f(p) = ¢ € f(9),
Je > 0 tal que [|f(z) — q|| > 2¢,Vx € S. Agora vamos mostrar que B(q;e) C f(B). Seja
y € B(g;e). Considere g(z) = f(z) —y. Daf [|g(z)| = |[f(z) — yl|. Veja que o ,inimo de
lg(z)|| ndo é atingido em nenhum ponto x € S, pois x € S = || f(z) —y|| > e. No entanto,
se p € B entao || f(p) —y| = |l¢ — y|| < . Logo, o minimo de ||g(x)|| é atingido em algum
xo € B. Assim, pelo Lema 4.9 g(zo) = f(xo) —y =0 = f(z9) = y. Portanto y € f(B) e
dai, f(B) é aberto. Logo, pelo Teorema 4.8 f|z é um difeomorfismo sobre f(B) =V e o

teorema esta provado. O

Observagao 4.11. Seja f : R — R definida por

Loz +a?sin(2), sex #0

fla)=1" ’
0, sex =0.
Temos que
f(x) = s +2wsin(L) —cos (L), sex#0

%, sex =20

€
f’(i B —%, se k € par
kn’

3 . .
5, se k € impar.
Isto implica que f' nao é continua em x = 0, o que acarreta que f ndo € de classe c'.

Seja(5>()ek:€Ntalque%<5. Entao

(%) <0, sek épar
f’(%) >0, se k € impar.
Pela continuidade de f' em (0,00) seque que existem intervalos I,J C (—6,0) tais que
fl(x) >0,Ve el
f'(z) <0,V € J,

Isto implica que f € crescente em I e decrescente em J e portanto f nao tem inversa em

(=3,5).
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5 Integral Multipla

5.1 A definicao de integral

Sejam F : R" — R e A = [ [la:, bi] = [ar, b1] X [a2,b2] X ... X [a,,b,] CR". A ¢

i=1
chamado boco n-dimensional. A é compacto e convexo. Volume(A H (b — a;).

=1
P é uma particao do bloco A se para todo B € P temos B = I} X ... X I, com I;

intervalos e I; € P,.

Observagao 5.1. Para todo B € P temos B =1y X ... X I, com I; € [a;,b;]. Além disso

UB:AeBiﬂBj:@pamtodoBi#Bj e |P| < +oo.
beP

Dizemos que @ refina a particao P se para todo B’ € @, existe B € P tal que
B’ € B.Notagao: Q C Pou@ < P

Definicao 5.2. Sejam F : A — R limitada e P particio de A. A soma de Riemann
inferior de F' com respeito a P é:
Z vol(B).infF(x).
BeP
A soma de Riemann superior de F' com respeito a P é:
Z vol(B).supF (z)
BeP

Observagao 5.3. Vol(A).infF(z) < s(F,P) < S(F,P) < Vol.supF(x).
Teorema 5.4. Se Q C P, entao s(f; P) < s(f;Q) < S(f;Q) < S(f;P).

Demonstra¢ao. Vamos provar que s(f; P) < s(f; Q).
De fato, se B’ C B

s(fiP) = ) inf f(x) vol(B)

BeP

= 3 i o) (X ol

BeP B'eQ

= Zmef -vol(B)

BEP B'eQ

< Z Z zlng/f ) - vol(B)

BEP B'cQ
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Observacao 5.5. Para qualquer particio P e Q, s(f; P) < S(f;Q) Com efeito, seja R

uma parti¢cao que refina P e Q (por exemplo PN Q) e aplica o teorema acima.

Definicao 5.6. A integral superior de f em A € definida por

/; f(@)dz = inf S(f: P).

A integral inferior de f em A € definida por

| f@de =supsf: )
A
onde P € uma particao de A.

Definicao 5.7. Dizemos que f € integravel em A se
+ -
| e =intS(riP) = [ fa)de =sups(f: P)
A A
e notamos por

I= /A f()dz

a integral de f em A.

Teorema 5.8. f € integrdvel em A se, e somente se, Ve > 0 existe P particio tal que

S(f;P)—s(f; P) <e.

Demonstragao. (<)
[ i@~ [ s < s - ()
A A

para qualquer P, particao de A

= [4+f(x)dx—[4_f(x)dx<5,V5>0
= A+f(x)d$:A_f(x)dx

(=)

Seja € > 0 e P particao, pela definicao de infimo temos que
€
Seja Q uma particao, pela definicao de Supremo temos que

0<1-s(f;Q)<

DO | ™
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Seja R = PN ( entao

S(P) < S(fiR) <+

s(fiR) = s(f; P) > I+§

S(f;R)—s(f;R)<I+%—([+g):5

]

Teorema 5.9. Seja f : A C R" — R, A um bloco. Se f é continua em A entdo f é

integravel em A.

Demonstracao. A é compacto e f é continua = f é uniformemente continua em A. Dado
e > 0,36 > 0 tal que ||z —y|| < 0 = |f(x) — fly)] < e Sejae > 0,36 > 0 tal
que ||z — Yl < 0 = |f(z) = fly)] < sl Seja P uma partigao tal que VB € P,

B =1 x..xI, temos |I;| <. Entao Vo,y € B, |7 — ylloc <0 = |f(2) - f(¥)| < 753 =
5
— i < = 5 . _ . _ o
o (0) = () < G Bt S(P) —s(7i) = 3 (sup ) — it 1)
5 5
vol(B) < g -vol(B) = g «wol(B) = ¢ = f é integravel.
(B) = vol(A) (B) vol(A) = (B)

]

Defini¢ao 5.10. A oscilagdo de f no ponto C é we = sup f(x) — f(y),z,y € C.

Observacao 5.11. Pela prova do teorema anterior, podemos ver que f € integrdvel se
Ve > 0,3P tal que Zw(f;B) -vol(B) < e

BeP

Teorema 5.12. sejam f e g integraveis em A. Entdao:
i) f+g € integravel e [,(f + g)(x)dx = [, f(z)dz + [, g(z)
ii) Af € integravel e [,(A\f)(x)dz =X [, f(z)dz, VA € R,

i) f(x )>0Vx€A:>fA x)dx > 0. Entao, se f(x) > g(x)V,z € A,
Jaf@)dz = [, g(x)

iv) |f| € integrdvel e x)dz| < f(z)|dz. Entao se|f(z)| < M,VYx € Ae z)dz| <
alt A af

M - vol(A)
V) se f € continua, entdo 3z € A tal que [, f(x)dx = f(z) - vol(A).

Demonstragao. a demonstragao dos itens i), i7) e #i7) ficam como exercicio
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iv) basta observar que

(@) - |f<y>r] < |f(@) = F)| e w(f: B) > wllf]: B).

V) inf f(x) - vol(A /f dx < Sup f(x)vol(A). Consideraremos o inf f(x) = f(xo)
e sup f(z) = f(x1), que ex1stern p01s A é compacto, o que garante que [xg, 1] C A,

e f ¢ continua. Pelo TVI, existe z € (xg,x;) tal que f(z) = ¢,Ve € [f(xo), f(z1)].

Dai, podemos escolher ¢ = f@fl(&);ix € [f(zo), f(z1)].

5.2 Conjunto de Medida Nula

Definicao 5.13. Dizemos que X € um conjunto de medida de Lebesque n-dimensional
nula (medida nula) e escrevemos A(X) = 0 (med(X) = Leb(z) = 0) se para todo € > 0

existe uma cobertura enumardvel X C U By, por blocos abertos By, tal que

k=1
Z vol(By) < ¢

k

Exemplo 5.14. 1) Em R

e \{z}) =0

B =]z — §,v+ 5[, onde B € uma cobertura de x e vol(B) = ¢
2) Em R?

* M{z}) =0

o A0 x[0,1]) =0
B =1[0,1] x [=5,5] onde S =0 x [0,1], B ¢ cobertura de S e vol(B) = ¢

o \(reta) =0
By =lk — 1Lk +1[X] = 55, 11z
vol(By) = 1z reta C UBk :>Zvol(Bk) :2§::25-§:$ =c-e.

kEZ kEZ k=1 k=1

[ e

e \(quadrado) # 0
Proposicao 5.15. A(X)=0eY C X = A(Y) =

Demonstracao. So6 é necessario observar que toda cobertura de X é também uma cobertura

de Y. ]

Teorema 5.16. Sao equivalentes:

i) MX) =0,
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ii) Fziste uma cobertura enumerdvel de blocos abertos By, tal que Zvol(Bk) <e,
iii) FEziste uma cobertura enumerdvel de blocos fechados By, tal que Zvol(Bk) < e,
iv) Existe uma cobertura enumerdvel de cubos abertos By tal que Zvol(Bk) <g,
v) Eziste uma cobertura enumerdvel de cubos fechados By, tal que Zvol(Bk) <e.

Demonstragao. i) < iii)

(=) Se X C | By, By abertos e Zvol(Bk) < e. Entdo X C | By e By, sao fechados e
ZUOZ(E) = Zvol(Bk) < ¢, pois By é um bloco.

(<) Se X C |J Bg, By, blocos fechados e vol(By).By, = [a1,b1] X [ag, ba] X ... X [ay, by]

Cr =la; —38,b1+0[x]ag—6,ba+9[X...X]a, —6,b+0[,x C Cf, onde os Cy s@o blocos abertos.
Dai, podemos escolher § tal que vol(Cy) = 2vol(By). = Zvol(Ck) = 2evol(By) < 2e. A

demonstracao dos demais itens ficaram como exercicio. O]
Observagao 5.17. A(A) = A(A)? FALSO! Pois, \(Q) =0, mas Q =R e A(R) # 0.

Proposicao 5.18. Uma reunidgo enumerdvel de conjuntos de medida nula tem medida

nula. [Vk,A(Xi) = 0= () =0].

Demonstracao. X = U, onde para cada k, A(Xy) = 0. Seja ¢ > 0, como \(X}) = 0,

k=1
00

. ) k k €
temos que existe uma cobertura enumeravel X;, C U B; e temos Z vol(B;') < ok
i=1

Temos uma cobertura enumeravel de X tal que

XcGGWe
k=1i=1
Zvol(Bf) = ZZUOZ(B?) < Z% = 522% =ec.
irj koo k k

]

Exemplo 5.19. 1) Em R,/ A(Q) = 0, pois Q é um conjunto enumerdvel de pontos e
(A(x)) = 0.

Teorema 5.20. Seja f: U — R™(U C R") lipschitz. Entao se N(U) =0 = A(f(U)) =
0.

Demonstracao. Exercicio! O

Teorema 5.21. Seja f : U — R" (U C R") de classe C* no aberto U. Entdio para
X CU se M(X) =0 entio \(f(X)) =0.
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Demonstracao. Se f é C! entao decorre da Desigualdade do Valor Médio que f ¢é lo-
calmente lipschitz (ou seja, Vo € U existe uma vizinhanca V, tal que f é lipschitz em
V.)Assim, f é lipschitz em X NV,.
AMf(XNV,))=0pois (X NV,) <AX)=0. Além disso,

Fx) e Jrxnvy) = f(X) c |J Fxnve) = Af(x) =o.

rzeX zeN

]

Teorema 5.22. (Lindelof) Para toda cobertura X C U B; existe uma subcobertura enu-
icl
merdvel X C U B;.
jEN

Demonstracao. Exercicio! n
Corolario 5.23. Se f: U CR* — R" ¢ C* com U aberto e n < m entao \(f(U)) = 0.

Aplicacao: O grafico de uma funcao C! tem medida nula em R2.

5.3 Teorema de Lebesgue

Defini¢ao 5.24. Sejam X C R" e f: X — R limitada. Para x € X e § > 0 entao Q(5)
=w(f, XN B(zx,d)). Definimos a oscilag@o de f no ponto x por w(f, z,) = (lsiII(l) Q)
%
=limw(f, XN B(z,,6)) =inf w (f, B(xz, , d)).
0—0 >0

Teorema 5.25. (Teorema de Lebesgue) Seja f : A — R limitada no bloco A € R™.

f € integravel <= o conjunto dos pontos de descontinuidade tem medida nula.

Demonstragao. (=) Seja Dy := { Conjunto dos Pontos de Descontinuidade de f e supo-
nhamos que A(Df)} = 0. Dado arbitrariamente € > 0, seja Dy C C] C ... C (}, C ... uma
k

cobertura enumeravel de blocos abertos tais que Z vol(C}) < 5%, onde K = M —m éa

diferenca entre o sup e o inf de f em A. Para cada ponto x € A — Dy, seja C!) um bloco
aberto contendo z, tal que a oscilagdo de f no fecho de C?” seja inferior a #I(A). Sendo
A compacto, a cobertura A C (|J C}) U (U C¥) admite uma subcobertura finita A C Cf
U..uUCl ucCyU..UCY Seja Puma particao de A tal que cada bloco aberto B € P

esteja contido num dos blocos €} ou num dos C7.
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C'
C"%

—

Se A = H[az,b] entao podemos tomar P = P; x ... x P, onde, para cada ¢ = 1,....n,

P é formada pelos pontos a;, b; mais as i-ésimas coordenadas dos vértices dos blocos C},
ou C} que pertengam ao intervalo [a;, b;]. Os blocos de P contidos em algum C} serao
genericamente designados por B’ e os demais blocos de P (necessariamente contidos em
algum C7) serao chamados de B". A soma dos volumes dos B é menor do que 5 €, em
cada bloco de B”, a oscilacao de f nio excede #Z(A). Portanto,

Z wp - vol(B ZUJB’ vol(B') + ZWB" -vol(B")

BeP B”

< K- Zvol 2 vol ) Zvol (B")

£
< K- 2K+—2-’UOZ(A) -vol(A) =¢

Segue-se, entao, que f € integravel.

(<) Suponhamos que fé integravel. Para cada k € N, ponhamos Dy, = {z € A,w(f,z) >
E}’ logo Dy = Dy U...U Dy U ... . Para mostrar que Dy tem medida nula, basta provar
que A(Dy) = 0 para cada k € N. Seja, entdo, dado € > 0. Como f é integravel, existe

€ /
uma particao P de A tal que Z wp - vol(B) < T Indiquemos genericamente com B

BeP
os blocos da particao P que contém algum ponto de Dy em seu interior. Para cada um

desses blocos B', vale wg > T Portanto,

%-Zvol( < ZwB/ vol(B ZwB vol(B %

BeP
Multiplicando por k, obtemos Y wol(B') < e. Ora, é claro que D;, C (|JB') UX, onde
X é a reuniao das faces préprias dos blocos B € P nos quais ha algum ponto de Dy.
Sabemos que A(X) = 0. Segue-se dai que A\(Dy) = 0. (Ver observacao a seguir).
[
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Observacao 5.26. Seja Z C R™ um conjunto tal que, para todo € > 0 dado, existem
blocos By, ..., Bg, ... € um conjunto X C R™ com Z C (|J Bx) UX, >  vol(By) < € e
AX) =0. Entao \N(Z) =0 . Com efeito, tomando blocos C4, ..., C, ... com X C |J Ck
e> ANCy <e, tem-se Z C (|J Bx)U (U Cx) onde > vol( By) + > vol( Cy) < 2 - €.

Exemplo 5.27. f:[0,1] x [0,1] - R

0,sex7£%

1
Dy = 5 % 0,1] = A(Dy) =0 = [ € integrdvel.

Teorema 5.28. Seja f : A; x Ay — R integravel (A; C R*, Ay C R™). Para x € A;,

definimos f.(y) = f(z,y) Yy € Az e p(z) = [, fo(y)dy e ¥(x) = [} fo(y)dy. Entdo, ¢
e 1 sao integraveis e

Javny £ (@ 9)dedy = [, p(a)de = [, d(x)da.

Isto é:

sy Floy)dady = [, ([, fe,y)dy)de = [, ([, f(@.y)dy)dz.

Observagao 5.29. Ndo sabemos se f, € integrdvel em Ag

Demonstracao: As particoes do bloco A; x Ay sao da forma P = P; X P,, onde
P, e P, sao particoes dos blocos Ay e As respectivamente. Os blocos de P sao os produtos
By X By com By € Py e By € Py. Mostremos que s(f, P) < s(p, P1) < S(p, P) < S(f, P).
Dali resultara que ¢ é integravel e que fA1 o(r)dr = fA1><A2 f(x,y)dxdy. Na verdade, basta
provar a primeira das desigualdades acima, pois a segunda é 6bvia e a terceira é analoga.
Também por analogia, nao precisamos provar que | A Y(z)de = | Aisay S (x,y)dzdy.
Comegamos lembrando que se X C Y C R entao o inf(Y) < inf(X). Segue-se que, para
todo bloco By x By € P, tem-se, m(f, By x By) < m(f;, Bs), seja qual for x € Bj.

Portanto,

> m(f, By x By) - vol(Bs) < Y m(f, B) - vol(Be) < ().
BaePs B2eP,
Como isto vale para todo x € By, concluimos que:

> m(f, By x By) - vol(By) < m(p, By).

BoeP>
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Portanto,

s(f,P)=>_ m(f,Bix By)-vol(B) - vol(By)

Bi1xB2eP

— Z ( Z m(f, By x Bs) -vol(Bg)) -vol(B)

BieP1 N B2eP

< Z m(p, By1) - vol(By) = s(p, P1)

BieP,

Exemplo 5.30. f:[0,1] x [0,1] = R

O,sex;«é%
flz,y) = O,sex:%eye[(),l]ﬂ@ ,
1,sem:%ey€[0,1]ﬂ(R\@)

f € integrdavel em [0, 1] x [0, 1], mas f%() = f(3,.) nao € integrdvel em [0,1].

0,se x #

o(x) = f[(;l] fx(y)dy = — inf f%(y) = 0 VI intervalo (cada I tem

N[—= N

0,se x =
pontos Q e pontos R\ Q) = f[O,ll p(z)dr =0= f[o,l]x[o,u f(z,y)dxdy.

N 0,se x # % . ) , ‘
Y(r) = f[o 8 f(y)dy = = ) € integravel, pois possui 1 ponto de

_ 1
I,se x =3

descontinuidade e A\({3}) =0 = f[O,l] o(x)dr =0 = f[O,l] Y(z)dx.

Uma outra maneira seria usar o teorema anterior.

Definicao 5.31. Seja f: X — R, definimos que

fX f(z)dx = ng(x)dx

f(z),se x € X
0,se x ¢ X

onde e g: A — R tal que g(x) =

Ezxercicio: Provar que inf f(x,y) < infinf f(z,y). Além disso, achar um exem-
.y z oy

plo em que inf f(x,y) < infinf f(x,y).
.y z oy
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5.4 Conjuntos J-mensuraveis

l,seye X
Definigao 5.32. Seja a fung¢ao caracteristica 1x: A — R, ou seja, 1x(y) = Y
0,se y ¢ X

Dizemos que X € J-mensurdvel se a fun¢do caracteristica € integrdvel e vol(X) =
Jxlx(z)dz.

Teorema 5.33. X € J-mensurdvel <= X\ (6(X)) =0.

Demonstracao: X J-mensuravel <= 1y ¢é integravel <= A(D;,) =0 <

A (6(X)) = 0, onde Dy, representa os pontos de descontinuidade.

0
Teorema 5.34. Seja X e Y J-mensurdveis, entao:
1. XUY, XNY e X\Y sdo J-mensurdveis.
2. vol(X UY) =vol(X) +vol(Y) —vol(X NY).
3. vol (X\Y) = vol(X) —vol(X NY).
Demonstracao: Deixamos essa demonstracao como exercicio.
O

6 Mudanca de Variaveis

6.1 Introducao

Comecaremos estabelecendo as notagoes:
e U e V abertos do espaco euclidiano R".

e h:U — V um difeomorfismo de classe C.

X C V compacto e J-mensuravel de U.
e f:h(X)— R integravel.

X é um subconjunto compacto J-mensuravel de U. A fronteira de X, que tem
medida nula, estd contida em X (logo em U) e sua imagem por h, que é a fronteira do

compacto h(X), tem medida nula. Portanto, h(X) também é um conjunto J-mensurdvel.

O teorema que iremos demonstrar diz que a igualdade abaixo é verdadeira:
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Juer F)dy = [ F(h(x) - |det dh(z)|dz.

Observagao 6.1. A estranheza maior dessa formula se dd pelo determinante e pelo valor
absoluto. E natural, para n > 1 , que a diferencial seja vista como Jacobiano, mas €
necessdrio a percep¢ao que no caso unidimensional, h’ (x) € um nimero, mas o Jacobiano
nao o é. Além disso, em relagao ao valor absoluto, este estd relacionado a uma possivel

modificacao de orientacao. Inclusive, € percebido de forma bastante sutil no cason = 1.

f;ﬁg F)dy = [° f(h(x)) - W (z)de.

De fato, se chamarmos de I o intervalo [a,b] e J = h(I) o intervalo cujos extremos sao

h(a) e h(b), temos dois casos a analisar:

1. [, f(y)dy = fh(a) y)dy, se h(a) < h(b), isto € se h'(x) > 0.

2. [, fly)dy = fh y)dy = h((b f(y)dy, se h(a) > h(b), isto é se h'(z) < 0.

6.2 Caso Unidimensional
Dado o intervalo I = [a, b], escrevemos |I| = b — a.

Teorema 6.2. Sejam U,V C R abertos, h : U — V um difeomorfismo C*, I C U um
intervalo compacto, J = h(I) e f:J — R limitada. Entao,

J7 @)y = [ f(h(x) - W (2)|de.

Demonstra¢ao: Sem perda da generalidade, podemos admitir que f(y) > 0 para
todo y € J pois, se somarmos a mesma constante positiva a f, o lado esquerdo sofrera o
acréscimo de ¢- |.J| enquanto o acréscimo sofrido pelo lado direito serd de ¢ [, |I/(z)|ds.
Como A’ () nao muda de sinal para = € .J , o valor desta integral é c-|h(b) — h(a)| = c-|J]|

também. Esta observacao nos deixa livres para manipular desigualdades.

As partigoes de J = h([) sao do tipo h(P), dadas por intervalos da forma J, = h(I,),
onde os I, (r =1,..., k) sdo os intervalos de uma partigdo P de I. Para cada r, ponhamos

M, = sup f(y) = sup f(h(x)) e ¢, = sup |h'(x)|. Evidentemente, |P| — 0 <= |h(P)| —
yeJr zel, zel,
0.

Pelo Teorema do Valor Médio, para cada r = 1, ..., k existe &, € I, tal que |J.| = |/ (§)|-
|I,]. Pondo 7, = ¢, — |W/(&,)], temos 7, > 0 e, em virtude da continuidade uniforme de h’

no intervalo 7, lim 7, = 0.
P|—0

k
Segue- li - |I| = 0, poi
egue-se que ‘ PH_I}Q;?] | 1| pois
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k k
Z L <A maxnr)-2|lr|=(mgxnr)-|fl-
r=1 r=1
Entao,
k k k
:ZMr'|Jr|:ZMT'CT'|]T|_ZMT'7]7"|I
r=1 r=1 r=1
(&4
k
S((foh)-[W|,P)=>"N,-|L|, onde N, = sup(f o h) - [W'| < M, - c,.
r=1 z€l,

pois se ¢, 1: A — R s@o duas fungoes nao negativas limitadas quaisquer entao sup(y(z) -
€A
¥(x)) <supp(z) - sup(y(z). Logo, para toda particdo P do intervalo I, vale:
z€A

z€A

S((foh)-|N|,P)<S(f h(P))+ M - Z | L], onde M = sup f(y).

— yeJ
Segue-se que
i F(h(z)) - W (2 Jldo = lim S((foh)-[W|,P) < lim S((f, h(P = f
A desigualdade oposta, [ f(y)dy < [," f(h(z))- |h’(:Jc)|dx7 é analoga, bastando usar h™!:
J— Temvezdeh, (foh)- |h’| I — R em vez de f e levando em conta que, para todo

y = h(z), x € I, tem-se que (h™ 1),@):%-

Entao concluimos que

J5 f)dy = [} (@) - W (2)|dz.

6.3 Difeomorfismos Primitivos

O proximo caso particular que consideraremos ¢é aquele em que h é um difeor-

mosfismo primitivo.

Definicao 6.3. Dizemos que h é um difeomorfismo primitivo se € de um dos tipos se-
guintes:

Tipo 1: Sao fixados os indices i,5, com 1 <i<j <n eh:R* — R" é dado por
h(x) = h(T1, ooy Ty ooy Ty ooy Tp) = R(T1, ooy Ty oy Ty ooy T
Tipo 2: Tem-se uma funcio ¢ : U — R, de classe C*, e para todo x € U wvale

h(z) = h(p(x), 2, ..., ).
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Teorema 6.4. Seja h : R® — R"™ um difeomorfismo primitivo do Tipo 1. Para todo

conjunto J-mensurdvel X C R™ e toda func¢do integrdvel f : h(X) — R tem-se

/ f(y)dy = / f(h(x)) - | det dh(z)|dz
h(X) X

Demonstragao. O difeomorfismo h é um operador linear, com detdh(z) = —1 para
todo z € R", logo |detdh(z)] = 1. Devemos, portanto, mostrar que fh(X)f(y)dy =
Jx f(h(x))dz. Ora, para todo bloco B C R", sua imagem h(B) é também um bloco,
com arestas de mesmo comprimento que as de B, logo vol h(B)=vol B. Como o volume
de um conjunto J-mensuravel Z C R™ é o infimo dos nimeros » vol B;, onde os B;
sao blocos, com Z C By U ... U By, segue-se que vol h(Z) = vol Z. Toda decomposigao
hMX) =YL U..UY} é tal que Y; = h(X;), onde X = X; U ... U X} é uma decomposi¢ao
de X. Todo ponto de Y; é da forma h(&;), com &; € X;. Logo

[, = fim 7 ) olY; = i 37 (&) volo = [ phmpan

Teorema 6.5. O Teorema de Mudanca de Varidveis em Integrais Multiplas € vdlido
quando X C R™ € um bloco retangular e h : U — V € um difeomorfismo primitivo do
Tipo 2.

Demonstrag¢ao. Por conveniéncia, escreveremos os pontos de R" sob a forma x = (s, w),
com s € Rew € R e consideremos o bloco X = I x A como produto cartesiano
do intervalo I = [a,b] pelo bloco A C R"!. Note-se que, para todo w € A fixado,
a funcao ¢, : s — @(s,w) = t é um difeomorfismo do intervalo I sobre o intervalo
Juw = @u(I) = (I x w). Observemos ainda que a matriz jacobiana de h tem a primeira
linha igual ao gradiante de ¢ e, a partir da segunda linha, coincide com a matriz identidade
(n —1) x (n — 1). Portanto, det dh(z) = 8—?(5,10) = ¢, (s). Seja J C R um intervalo
compacto contendo J, para todo w € A. Entao h(X) = j x A. Como de praxe, f :
J x A — R é a fungao integravel igual a f nos pontos de h(X) e igual a zero nos demais
pontos de J x A. Entao o Teorema 6.2 nos permite escrever:

/ fy)dy = f(t, w)dtdw = f(t, w)dt dw
h(X) h(X) JxA

:/A(/wa(t)dt) dwz/A(_waw(t)dt) dw
= [ ([ ptets.onlesoias) du

= fo(s,w),w) - |det dh(s,w)|dsdw

IxA

= /Xf(h(m)) - | det dh(x)|dz.
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6.4 Todo Difeomorfismo (; é Localmente Admissivel

Definigao 6.6. Seja D conjunto dos difeomorfismos de classe Cy para os quais é vdlido
o Teorema de Mudanca de Varidveis. Os elementos de D serao chamados difeomorfismos

admissiveis.

Como sabemos, o objetivo deste capitulo é provar que todo difeomorfismo de
classe C'; é admissivel. Acabamos de ver que os difeomorfismo primitivos pertencem a D.

Além disso, como
det((hy o ho)'(x)) = det dhy (he(z)) - det dha(z),

vé-se imediatamente que hy o hy € D quando hy € D e hy € D. Por exemplo, todo

difeomorfismo da forma

h(z) = (21, ..., zj—1,p(T), Tjs1, ..o, Tn)

¢ admissivel, pois é composto de trés difeomorfismos primitivos. Nesta secao, provaremos
que todo difeomorfismo de classe C; é localmente admissivel. Este é o conteido do

Teorema seguinte, o qual, evidentemente, ¢ um resultado provisorio.

Teorema 6.7. Seja h : U — V um difeomorfismo de classe Cy entre abertos de R™. Todo

ponto de U possui uma vizinhancga, restria a qual h € admissivel.

Demonstracao. Basta provar que, dado xg € U, se h é definido numa vizinhanca de z( e
tem a forma

h(z) = (p1(x), ..., 0j(x), Zj41, ..., Tn), com j>1,
entao existe um difeomorfismo k, de classe C7, composto de difeomorfismos primitivos,

cuja imagem é um vizinhanga de xg, tal que

h(k(w)) = (Y1 (w), ..., Yj—1 (W), wy, ..., wy).

Ora, as j primeiras linhas da matriz jacobiana de h sao os vetores grady;,...,grady; e as
demais linhas coincidem com as da matriz identidade n x n. Compondo h, se necessario,

com um difeomorfismo do Tipo 1, podemos admitir que 8_90]'(%) # 0. Pelo Teorema da
Lj
Forma Local das Submersoes (aplicado a funcao ¢;), existe um difeomorfismo admissivel

k:w— (wy, ... kj(w), wji, ..., wy)

cuja imagem ¢é uma vizinhanca de x( tal que ¢;(k(w)) = w; para todo w no dominio de
k. Entao

h(k(w)) = (pr(k(w)), ... g1 (k(w)), wj, .., wn),

completando assim a demonstracao. O
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6.5 Conclusao: Todo Difeomorfismo de Classe C! é Admissivel

Para terminar a demonstragao do Teorema da Mudanca de Variaveis, vamos usar
um resultado topolégico elementar que estabeleceremos agora.

Definicao 6.8. Seja X C U Cy uma cobertura do conjunto X C R". Diz-se que 6 > 0 €

AeL
um numero de Lebesgue dessa cobertura quando todo subconjunto Y C X com diametro

< 0 estd contido em algum C.

Teorema 6.9. Toda cobertura aberta X C |J,., Ax de um conjunto compacto X C R"

possui um numero de Lebesqgue.

Demonstracao: Se supusermos, por absurdo, que nenhum ¢ > 0 é ntmero de
Lebesgue da cobertura dada, obteremos, para cada k € N, um conjunto Y, C X, com
diam(Y}) < % mas nenhum Ay contém Y}. Escolhemos um ponto y, em cada Y. Passando
a uma subsequeéncia se necessario, a compacidade de X assegura a existéncia de a € X tal
que klgllrllf yr = a. Existe A\, € L tal que a € A,,. Existe ainda € > 0 com B(a,e) C A,,,
pois A, ¢ aberto. Tomemos k € N tao grande que % < 5 ela—yx| < 5. Entao, lembrando

que diam(Y}) < %, para todo y € Y} temos:
ly—al <ly—wul +ly—al <5 +5<e¢

Segue-se que Yy, C B(a,e) C A,,, uma contradicao.
]

Teorema 6.10. Sejam X C R™ um conjunto compacto J-mensurdvel, h : U — V um di-
feomorfismo de classe Cy entre abertos U,V C R™ e f : h(X) — R uma fungao integrdvel.
Entao

/ fly)dy = / f(h(x)) - | det dh(z)|dzx.
h(X) X

Demonstracao. Existe uma cobertura aberta X C U W, C U tal que a restricao de

zeX
h a cada W, é um difeomorfismo admissivel. Seja <0 um nimero de Lebesgue dessa

cobertura. Tomamos uma decomposi¢ao D = (X1, ..., X;) de X tal que cada conjunto X;
tenha diametro inferior a §. (Para obter D, basta tomar uma partigao P de um bloco A
contendo X de modo que os blocos B; de P tenham arestas < na norma do maximo, ou

\/iﬁ na norma euclidiana. Em seguida, ponha X; = B; N X). Entao

fy)dy = Z /h(X_) f(y)dy
- Z/X F(h(x)) - | det dh(x)|da

h(X)

= /Xf(h(a:)) - | det dh(z)|dz.
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Exemplo 6.11. Calcular/ v 2?2 + y?dxdy sendo D o circulo centrado na origem e de
D

raio 2.

x=rcos0 04

My

y=rsen0 2n
ﬁ P “-;9 - D
K/ h

Utilizando coordenadas polares para fazer a mudanca de varidvel, temos que a
regiao D no plano xy corresponde a regiao D' no plano 0r, em que D' = {0 < 0 <21 e 0 < r < 2}.

Utilizando o Teorema de Mundanca de Varidaveis temos que,

[ cosf —rsinf ]
det

drdf

/ VvVt + yidxdy = / \/(7“ cosf)” + (rsinf)” -
D ’

27 2 27 1
= / / rldrdf = / §d9 = E
0 0 0 3 3

7 Subvariedade

sinf rcosf

7.1 Subvariedade

Observagao 7.1. Trabalharemos com difeomorfismos C* e M C R".

Definicao 7.2. Dizemos que M é uma subvariedade se para todo v, € M, existe U

vizinhanga de x, e p: U — @(U) um difeomorfismo tal que

p(UN M) = (RP > {0}"7) N p(U).

T
(77
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Observagao 7.3. ¢ € chamada de carta local de M em x,.

Observacgao 7.4. Uma familia (p; , U;) é chamado de atlas se ele cobre M, ou seja, M

¢ Ui (Uy)
Proposicao 7.5. 1. dim(M,) nao depende da carta.

2. Se M € subvariedade conexa entao dim(M,) = p, Vx € M. (p € chamado de dimensdo
de M)

Demonstracao:

1. Vamos supor que existe ¢; tal que ¢1(U U M) = (R? x {0}"P) N 1(U) e ¢2(U U
M) = (R? x {0}"9) N 5(U). Suponha ¢ = vy 0 ¢ ea € (RP x {0}"7?) N ¢(U).
Y é um difeomorfismo local de a de um aberto (R? x {0}"7?) no (R? x {0}"79).
Tome dip,: (R? x {0}"P) — (R? x {0}"9) = di, ¢é linear e bijetora = p =
dim(RP x {0}"?) = dim(R? x {0}"77) = q.

2. Sejam x tal que dim(M,) = p e C = {y tal que dim(M,) = p}. Vamos verificar se
C é aberto. Seja y tal que dim(M,) = p, perguntamos se existe U, C C. Para isso,
existe ¢ e U com y € U tal que o(U) N M) = (R? x {0}"?) N ¢(U). Deixamos
como exercicio a prova que Uy = UN M € C. = ¢ ¢ uma carta paray —
dim(M,) = p.

]

Definicao 7.6. M C R" € uma subvariedade se Vro, € M existe U,, vizinhanga de
xo e um difeomorfismo ¢ : U — @(U), com o(U) vizinhanga de 0 e p(xo) = 0 tal que
e(UNM) = (R x{0}"")NpU).

Proposicao 7.7. M C R" € uma subvariedade se, e somente se, Vxog € M,U vizinhanga

de xq tal que:

(1) (grdfico) existe uma mudanca linear de coordenadas A : R™ — R™ e uma fungao
c>®, f:RP — R"7? tal que

UNM={A(z f(2) ; z € RP}OU.

ou

(i1) (equagd@o) existe uma funcao C>°, F : U — R"7? tal que dF(xq) é sobrejetiva e
UNM=F1{0}).

ou
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(1ii) (parametrizacao) existe V. C RP wizinhanca de 0 € RP e uma fun¢ao C*, j :
V— MNUCR" tal que j(0) = z0,dj(0) € injetora e j € bijetora e bicontinua

(continua com inversa continua).

Observagao 7.8. j € chamada de imersao.

Demonstracao.

(1) = Def.: Vamos supor que localmente M é o gréfico de uma funcao f, isto é, UNM =
{(z, f(2)); z € RP}NU. Como queremos uma ¢ tal que o(UNM) = (RP x{0}"P)Np(U),

entao definimos

v U — )

(u,v) — @(u, v) = (u,v = f(u))

comu € RPev e R"P,
Dai, p(z, f(2)) = (2, f(2) = f(2)) = (2,0). Portanto, p(UNM) = (RP x {0} P)N
p(U).

(i) = (i) : Consideraremos z = (u,v) € R, com u € RP e R"?. Como dF(x)

é sobrejetiva, podemos supor (se necessario fazer uma mudanga de varidvel) que — §é

ov

bijetora (olhar a matriz jacobiana para melhor vizualizagao).

Pelo Teorema da Funcao Implicita, existe

fRP — R"P

w — f(u)

tal que, se F'(z) = 0 entdo x = (u, f(u)), de onde obtemos o desejado.

Def. = (ii) : Seja ¢ : U — p(U) C R™ dada pela definigao. Temos que p(U N M) =
(R?  {0}"7) N (1),

Seja m : R" — R"™ P (u,v) — v projecao e consideremos F' = mo . Se
x € UN M, entao ¢(x) = ¢(u,v) = (2,0) e assim, F(z) = m(z,0) = 0. Temos que F é

C™ pois 7 e ¢ sao C*. Além disso,

dF (z9) = dm(p(z0)) o dip(xo).
Como dr(p(zg)) € sobrejetiva e dp(zg) é bijetora, entdo dF(xg) é sobrejetiva.

Observagao 7.9. Sendo F(x) = (Fi(x), ..., Fo_p(x)), para verificar que dF(xq) € sobre-

jetora, basta que dFy(x),...,dE,—,(xo) sejam linearmente independentes.
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(1) = (i1i) : Seja f tal que UNM ={(z, f(2)) ; z € RF} NU. Seja h : R?» — R™ dada
por h(u) = (u, f(u)). Consideremos V = h~}(U). A aplicagio j serd dada por

3 V—UNM
ur— (u, f(u)).

Temos que j é bijegao por construgao e além disso, sendo u tal que j(u) = zg, temos que
dj(u) é injetora pois é o grafico de uma funcao. Além disso, é possivel mostrar (fica a

cargo do leitor) que j é bicontinua.

(7i1) = (i) : Deixamos como exercicio para o leitor juntar as seguintes informagoes para
terminar a prova: Dado x € V,j(z) = (u(z),v(z)) comu:V — RP e v : V — R*P.
Usar o Teorema da aplicagao aberta mais Projecao.

[

Exemplos 7.10.

(1) No R"

A esfera € uma subvariedade de dimensao p=mn — 1.

S={zeR" :|z|=1}={reR" : |z |’=1}
Seja
F:R*—R"™D =R

v — F)=|z|*-1= <Zx3> -1

Temos que S = F~1({0}), e além disso, dF (x) é sobrejetora para todo v € F~*({0}) =
S, visto que dF(x)(h) = (VF(z),h) = ((2x1,...,2x,),h) = 2(z,h), e comox € S €
tal que © # 0, entdo dF(x) # 0, portanto dF (z) : R™ — R € sobrejetora, para todo
res.

(2) (Ezercicio) Em R?, o Toro é uma subvariedade de dimensao 2.
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Considere

j: R? — R3

(0,a) —— ((r—p-cosb) - senc, (r — p-cosh) - cosa, p - send),

p<r. E evidente que j nao € injetora, para isso basta restringir adequadamente o

dominio a um aberto U fazendo essa restricao ser injetora.

7.1.1 Espaco Tangente

Definicao 7.11. Seja M C R"™ uma subvariedade de dimensao p. Seja xo € M e ¢ uma
carta local para xo. Entdo o espaco tangente a M em xy € o espaco vetorial definido
por

TooM = dp ' (0)(RP x {0}"7P).

Questao 7.12. T,,, M nao depende da escolha da carta.
Observagao 7.13. Qutras formas equivalentes de ver o espaco tangente:
(1) (grdficos) Localmente, M é o grifico {(z, f(z)) : z € RP}.

TooM = {(z,df (z0)(2)) : z € RP}.

(2) (equagdo) Localmente, M = F~1({0}).

Ty M = Ker(dF (zo)).

(3) (parametrizagio) T, M = dj(0)(R?) = Im(dj(0)).
Exemplos 7.14.
(1) S={zeR" : |z |=1}=F({0}).
F(z) =[l 2 |* =1 = (z,2) — 1

dF(x0)(h) = (20, h)
Ker(dF(zo)) = {h : 2xo,h) =0} ={h : h Lz} = {x}".

Teorema 7.15. Seja M uma subvariedade. O espaco tangente T, M € o espago vetorial

de todos os vetores velocidade em t = 0 dos caminhos C*> em M que passam por xo em
t=0.

Demonstracao. Exercicio! O
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7.2 Subvariedade com Bordo

Consideremos H" = {(z1,...,2,) € R* : x; > 0}.

Definicao 7.16. Seja M C R"™. Dizemos que M € uma subvariedade com bordo se Vx,Ip
difeomorfismo C* e uma vizinhanga U tal que, ¢(xo) =0 €

(1) o(UNM) = (R” x {0}" ") Np(U) ou

(i) o(UNM) = (HP x {0}"77) N o(U).

E possivel mostrar que ndao pode acontecer (i) e (ii) ao mesmo tempo!

Chamamos de bordo de M e denotamos por OM o conjunto dos xg correspon-

dentes ao caso (7).

Observagao 7.17. (1) Como ji mencionado acima, os casos (i) e (ii) ndo podem acon-

tecer ao mesmo tempo.

(2) Em geral, o bordo OM ndo € a fronteira de M. Se dim M < n = dim R", entdo
fr(M)= M. Sedim M = dim R" =n e M ¢ fechado, entdio OM = fr(M), onde
fr(M) € a fronteira de M.

Exemplos 7.18. Em R3

C={(z,y,2) €ER® : 2 +y*+2°=1, z >0},
¢ uma subvariedade com bordo, em que OC = {(z,y,0) : z*>+y*=1}.
Teorema 7.19. Seja M C R, F : R" — R" P! tal que M = F~1(R, x {0}"7P),
dF(x) € sobrejetora para todo x em F~1({0}), e d(w o F)(x) é sobrejetora para todo x em

F~YR% x {0}"77), onde m : R"Ptt — R"? ¢ a projecao nas n — p dltimas coordenadas.
Entdo, M é uma subvariedade com bordo e OM = F~1({0}).

Agora definiremos o suporte de uma funcao.

Definigao 7.20. Definimos o suporte de f como o conjunto supp(f) ={z : f(x) # 0}.

Teorema 7.21. Seja M uma subvariedade e (U;);er uma cobertura aberta de M. Entdo
eziste uma familia (p;)jen de fungoes C= (M — R) tais que

(1) Vj € N, Fi tal que supp(p;) C U;;

(17) Vj € N, 0< pj(z) <1 para todo v € M;

(11i) Vo € M, 3777 pi(z) = 1;

(1) Yo € M, existe uma vizinhanga V' tal que essa vizinhanga so intersecta wm nimero

finito de supp(p;).
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8 Formas Diferenciaveis

8.1 Formas Diferenciais

Para introduzir o conceito de formas diferenciais, vamos inicialmente relembrar

algumas definicoes.

0, sei #j

1,se 1=

Definicao 8.1. O simbolo de Kronecher 9, ; =

Definigao 8.2. o(p) simboliza o grupo de permutagoes de p elementos.
o(p) = p! indica a cardinalidade da permutagao o
Definicao 8.3. Uma transposi¢ao é uma permutacao de dois elementos.

O sinal de uma permutacao ¢ ¢ dado por:

») 1, se o nimero de transposicao é par
e(p) =
-1, se o nimero de transposicao é impar

Outras definicoes necessarias se refere ao estudo de espacgos vetoriais.

Seja E um espago vetorial em R.
Definicao 8.4. As transformacgades lineares de E em R sdo chamadas de formas lineares.
Definicao 8.5. O espaco das formas lineares é chamado de dual de E e notado por E*.
Proposicao 8.6. Se dim E = n entao dim E* =n

Demonstragao. Precisamos provar que se {eq, - - ,e,} base do E entao {e},--- ,e’} é uma

base do E*, com

e;: E— R
e;(ej) = dij

Afirmagao: {ef,--- ,eX} € gerador do E*.

Seja f € E*, precisamos encontrar «; tal que
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Portanto, {e},--- e’} é gerador.

Afirmagao: {ef,--- ,eX} € Linearmente independente

Sejam Ay, ---, A\, tal que:

(Z /\i6f> (ej) =0(e;) =0

D Nefle) =M ¥i=1,---,n
=1

Portanto, {e},--- e} é Linearmente independente
m
Definigao 8.7. Diz-se que o : E¥ — R é uma forma k—linear se a(vy,- -+ ,v;_1,u +
)\vaiJrl?"' 7Uk) = Oé('Ul,"' y Uy = o 7Uk) + )\O‘(Ula"' y Uy s 7Uk)7 V'Ul,"' , Uk, U, U € E7 VA e
R, Vi=1,---k. Ou seja, linear em cada varidvel.

O espago das formas k—linear é notado por (E*)*¥

Definicao 8.8. Dizemos que o é uma forma k— linear alternada ou antissimetrica se é

k— linear e a(vy, -+ ,v5, - 05, ,Up) = —a(V1, -+ U, , V4,00, V).
O espago das formas k— lineares alternadas ¢ notado por A*(E*).

Observacao 8.9. Seja o € A*(E*) e ¢ uma transposicdo, entdo:

(i) aveqy, 5 vy) = —alvr, -+, vk)
(ii) Seja o € o(k) entdo o(Ve1y, -+ Vo)) = €(0)x(v1, -, Vk)
Observacao 8.10. a(vy, -+ , v, U5+ ,05) =0

Observacgao 8.11. Se dim E < k entdo Ya € A*(E*) temos a = 0

Observagao 8.12. As formas lineares, ou seja, 1— linear sao alternadas, isto €, B* =
A(E*).

Exemplo 8.13. Seja E tal que dim E = n. Seja 5 = {e1, -+ ,e,} base de E, entao

detg(v, - ,v,) € uma forma n— alternada.
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Definigao 8.14. Seja a € (E*)XE definimos a projecao P como sendo
P(a)(vi, - v) = 7l Z e(@)a(vo(y; s Vo(k))

e P(a) € NF(EY).

Definigao 8.15. Seja o € A¥(E*) e B € AP(E*), o produto exterior de a e 3 notado
(A B) € definido por

|
(@A B)(v1,  Vkgp) = (kk—;_p]!o)'P(Oéﬁ)(Uh S Ugp)

klpl > e(@)a(Vo(ry 5 Vo)) BUaken)s  Votisp)

= e(@)a(Vo(ry, s Vo)) BUathr)s** » Vo(hp)

oc€A

A € o conjunto das permutagoes tal que o1 < gy < -+ < Of € Opy1 < O <+ < Oppp

>61-+0p
- ZCSZ Z’lpl UZN"' vvik)ﬁ(vﬁv"' 7Ujk)

coml<i <--- <y <k+pel<p<---<jgp<k+p
Proposigao 8.16. Seja a € A*(E*) e B € AP(E*) entdo a A B € NFP(E)

Exemplo 8.17. Sejam vy, vy € E € €}, €5 € AY(E¥).

Facamos o produto exterior entre e e 5.

(ef Aes)(vr,v0) = Y e(0)e} (Vo)) €3 (Vo)

o€o(2)

= ej(v1)ez(va) — ej(va)es(vr)

= det(e; (v5))
comi=1,2e75=1,2.
Exemplo 8.18. Sejam vy, v, v3 € E € €}, ¢e5,¢e5 € AY(E*).

Facamos o produto exterior entre e}, €5 e €3

(€f Aes Aes) (v, va,vs) = Y 2(0)€5(Vo(1)) €5 (Vo(2)) €5 (Vo(3))
o€o(2)
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= e} (v1)e5(va)es(vs) — el (vr)es(vs)es(va)—

—eq(v2)es(vr)ez(vs) + ef(va)es(vs)es(vr)+

+e7(v3)es(vi)es(va) — ej(vs)es(va)es(vr)

— det(e] (v)))
comi=1,23e7=1,2,3.
Proposicao 8.19. Seja o € A*(E*) e 8 € AP(E*), entdio:
() (@nB)Ay=aA(BAY)
(i) fAa=(-)7an s

Teorema 8.20. O espago vetorial « € N¥(E*) tem como base os elementos €}, A €}, A

s ANer, com 1 <y < - <y <n. Em particular, dim A\* (E*) = C*.

(I
Demonstragio. Seja o € AF(E*) e (e;,, -+ , ;) uma k—upla.
Para conhecer «, precisamos conhecer a(e;,, -+ ,e; ), com iy, i = 1,---n. Mas se
temos dois indices iguais entao af(e;, -+ ,€;,---€;,) = 0. Se trocarmos dois elementos
trocamos o sinal, entao sé precisamos conhecer a(e;,, -+ ,e€;, ) com 1 <iy < --- < i < n.
_ * * *
Podemos mostrar que o = Y (e, e )ef, Aej, A Nej,.

Seja 1l < jp < -+ < jip < n, assim

* * *
E a(ein"' 7eik)€i1 /\eig /\"'/\eik(ejn"' ’e.jk) :O‘(eju"' 7ejk)
pois,
* * * _
eil/\eig/\"'/\eik(ejlv"' 7€jk)_
17 Sei1:517i2:627“‘ Jlkzék
0, se nao

isso implica que e;; Aej, A---Aej sdo linearmente independentes, e entao

* * *
a= E afei, e )e, Nej, N Aej
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ee; Nej, A---Nep com 1 <iy <--- <ip<néuma base do \F(E¥).

2

]

Questao 8.21. Provar que se M ¢ uma sub-variedade conexa por arcos de dimensao 2
sex € M, M\ {x} € conexo.

Questao 8.22. Seja C = {(z,y,2) € R32? +y* — 22 = 0}. Provar que C ndo é uma

subvariedade.

Observagao 8.23. Se dimFE =n com ey, - , e, uma base, entao dim \" (E*) = C" = 1.

A n—forma e} \--- N e} gera o espago N'(E*).

Observagao 8.24. Se a € N'(E*), entdao o = Xej A --- N el (o é chamada de volume).

e N Ner(vr, -, v,) =detg(vr, -, v).
Observagao 8.25. Quando E =R", (e, -+ ,e,) € a base candnica.

Observacao 8.26. Seja f: K™ — K um funcional linear, entao:

f(l‘h ce al’n) = f(zxzez) = Z%’f(ez')

onde (e1,--- ,e,) € a base candnica de K. Todo funcional linear sobre K™ € da
forma:
f(xe, - an) = ez + -+ apy,
onde a; € K, i =1,--- n e la,as,- - ,a,] € a matriz de f em relagio a base

candnica de K™ e a base {1} de K.

Definigao 8.27. Seja f : E — F uma transformagao linear. Definimos f* (ou NF(f))
por:
A AMF) — AR(E)

ar— N(f)(@) = f*(a)
A ) (@) (o1, o) = alf(ur), -, f(or)
Propriedades:
(@) f*(anp)=f(a)Nf(B)
(b) (fog) =g of

Demonstracao.
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(k+p)!
k!p!

(a) Sabe-se que a A § = P(ap). Entao:

rans) =5 (Y plam = S (e g) = S EP (a0

Vamos admitir aqui que a terceira igualdade é vélida. Dai, temos que:

frlanB) (v, va, - ok) = (aB)(f(ve), -+, f (k)
= a(f(vi), - fwe)B(f(ve), -+, fluw))
f*(a)(vlﬁv%"' 7Uk)f*(ﬁ)(vlﬂv27"' 7Uk)

Logo,

(k+p)!
!

(k+p)!
ip!

P (f(anp)) = P(f(@)f(B) = f*(a) A f*(B)

Aqui termina a demonstragao. Vamos verificar a veracidade da terceira igualdade,

que foi tomada como verdadeira para concluir este resultado.

Precisamos verificar que: f*(P(a)) = P(f*(«))

PPN o) =1 3 (@l o)

" oeo(k)
1 . 1
il (o) fra(Voys s Vo)) = 0 Z e(a)a(f(veq), Vo))
" oea(k) " oco(k)
Pf*(a)(vi, -, v) = P(f*(a))
]
Demonstracao.
(b) A cargo do leitor O
8.1.1 Formas Diferenciais
Defini¢ao 8.28. Seja U C R" aberto e k € [1,--- ,n|. Uma forma diferencial é uma

aplicagio C*° o : U — N¥(E*). Ou seja (Vo € U,a(z) € uma forma k — linear).

O espaco das k — formas diferenciais é notado por QF(U).
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Observacao 8.29.

afz) = Z iy (@)dziy A - A day,

1<i << <n

com ... i - U — R C*.
Exemplo 8.30. a(z,y, 2) = zydz + 2dy é uma 1-forma diferencial no R3.
Exemplo 8.31. a(z,y,2) = zydx A dy + zdz A dy é uma 2-forma diferencial no R3.

Observagao 8.32. QF(U) ¢ um espaco vetorial.

(1) (@100 + azan)(z) = a1oq(x) + asan(x), a1, ay € R
(ii) (A pB)(x) = alz) A B(x)

Definicao 8.33. Sejam f : U — V uma funcao C*°, U C R" e V C RP. Definimos:
[ Q) — QF(U) como:

Fr(a)(x) = AM(dfo)(a(f(2)))

= fHa)(@)(vr, -y on) = a(f(2)(dfalvr), - dfalvi))
= a(f(@))(df (x)(v1), - df (z)(vr))

Exemplo 8.34. Seja o(z) = g(z)dzy A -+ ANdx, e f: R" — R™ um difeomorfismo.

Calculemos f*(a)(z)(vy, -+, vk).

S ) (@) vy, o) = o f (@) (dfe(01), - - dfo(vr))
= g(f(w))dwy A -+ A day ((df (2)(v1), - -+ df () (0r))
= g(f(@))det(Jp(x)vy, -, J()vn
= g(f(x))det(Jy(x))det(vy, - - -, vp)
= g(f(x))det(J¢(z))day A -+ Adxy(vy, -, v)

f(a(x)) = g(f(x))det(df (x))dxy A -+ A dxy,.
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8.2 Diferencial Exterior
Seja U C R™ aberto. a é uma k-forma diferencial.
a:U — AF(E*),C® a e QFU)

Seja f : U — V,C®. Temos f* : Q¥(V) — QFU) tal que f*(a)(x)(vi,...,v) =
a(f(@))(df (x)v, . .., df (x)ve).

Observagao 8.35. e Convencio: A\°(E*) =R

QUU) = C=(U,R)

Definigao 8.36. Seja U C R™ aberto. Seja a € QF(U) tal que a(x) = g(x)dyy A+ Nd
1 <y < ... < i, <n. A diferencial exterior de a (Notagio: da) € a (k + 1)-forma

ik

diferencial definida por:

do(z) = Z % dr; Ndx; A--- Ndx,.
i=1

— 8:1:1
Caso Geral:
a(r)= > . (@)de, A Ada,
1<iy <...<ix<n
- 8041'1 ik
da(z) = Z Z =2t (z)day A dagy, A A d,

1<ii<..<ip<n i=1

Exemplo 8.37. Em R3.

alx,y, 2) = vydr + 2*dy + (v +y + 2)dz,

a € 1-forma diferencial.

do(z,y, z) = yde Adz+0dx Ady+drzNdz+xdyNdx+0dy Ady+dyAdz+0dzAdzx+2zdz Ady =
=drNdz —xdx Ndy + (1 — 22)dy A dz,

da € uma 2-forma.

Exemplo 8.38. Em R3. Sendo o uma 1-forma dada por o = adx + bdy + cdy, temos que

do = (%—%)dz/\dy+(%—%)dw/\dz%—(g—;—%)dy/\dz.

Assim, temos

ot = (- ) (8- 2) (5 2))
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Exemplo 8.39. Em R3. Sendo o uma 2-forma tal que o = cdx Ady+bdz Adx+ady Adz,

temos que
— [(08a | Ob a
do = <_Z 4+ 2 4 _C) .

Assim, temos

ba b o
0z Oy Ox
Teorema 8.40. a) d: Q¥(U) — QF(U) linear.

div(a,b,c) =

b) d(da(x)) =0
c) dlanp)=andB+ (=1 da A B
d) Sejam U,V C R" abertos e f: U — V de classe C*, temos d(f*(a)) = f*(da).

Demonstragao. a) Imediato.

b) Seja a(z) = f(x)dx;, N--- Adz,;,. Temos que

Z 85171 x)dz; Ndxy N - A dwg,.

Portanto,
n n
. leaxj x)dz; Ndx; Ndxg, A - Ndxg, =
Jj=1 =1
o2 2
B (8£i8f1’j ([E) Bacgdzz( )> dx; N dq;] N dle A dl’zk =0,
1<y
pois 33‘12ng (x) — 82 E{zz (x) = 0 pelo teorema de Schwarz.

c¢) Sejam a(z) = f(x)dry A--- ANdy, e f(z) = g(z)dz;, A--- Adx;,. Temos

(@A B)(x) =alz)AB(x) = f(z)g(x)dr; A--- Ndx;, Ndzj N--- Ndxj, .

Assim,

()dx; A\ dxg, A - Ndxg, Ndxg, A - N dg,

- Z ggi (z)g(z) + f(@%(@) dw; Ndxy, N--- Ndxy,

3 .
Q

f

L

(z)dz; Adxi, A--- Ndxg, A g(x)day, A--- Adaj,

Q

i=1
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@(:E)dle A Ndxj,

+Zf(a:)da:z ANdxi N--- ANdz;, A oz,

=1

=da NP+ Z x)dx;, A - Adzg, A %(x)d:njl A Ndxy,

=da A B+ (=DFandp.

d) Seja g € Q°(U). Temos f*(g)(z) = g(f(z)), assim

Seja w k + 1-forma entdao podemos achar a € Q°(U) e 8 € Q¥(U) tal que w =
a A df3. Vamos supor que df*(y) = f*(d(v)) para v € QF(U). Assim,

d(f*(w)) = d(f*(andB)) = d(f*()A\f*(dB)) = df () Af*(dB)+(=1)C f*(e)Ad(f*(dB)) =
= [T (d(@) A f(dB) + f*() A fH(d(dP)) = f(da A df) = f*(dw).

8.3 Formas Diferenciais em Variedades

Definicao 8.41. Dizemos que o é uma forma ezxata se existe B tal que dff = a. Dizemos

que o € uma forma fechada se da = 0.
Proposicao 8.42. Se a é uma forma exata, entao « € fechada.

Demonstracao. Seja a uma forma exata. Entao, por defini¢ao, temos que existe 3 tal que
df = a. Assim, temos que da = d(df) = dod(f) = 0. O
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Definicao 8.43. Seja M uma variedade. Uma k-forma diferencial o € uma aplicacao tal
que para todo x € M, a(x) NF (T M) (T M = (T,M)*, dual do espaco tangente, chamado

de espago cotangente).

A forma C™ se para toda carta local ¢ temos que (p~!)*(a) é C*. O espagos
das k-formas diferenciais C* em M ¢ denotado por QF(M).

Observacgao 8.44. (p~1)*(a) é C™ quer dizer que a forma

(™) (@) (@) (v, ... o) = @™ (2))(deg  vr, - ., dpy og)
tem coeficiente C*°.
Defini¢ao 8.45. Sejam M e N wariedades. Seja f € C*(M,N)

£ QRN — QF(M)
f*(axx)(vl? s vvk‘) = a(f(x)xdf:v(vl)v s 7dfac(vk)>‘

Definicao 8.46. Seja M uma variedade com atlas (Us, ;). Seja (pi) uma parti¢io da

unidade subordinada aos Uyy.

Definimos a diferencial exterior d : Q¥(M) — QFL(M).
do =" prd(pr ™ (picv)).

Teorema 8.47. a) d : QF(M) — QF1(M)
b) dod =0
c) dlaAB)=danp+(=1)m@aAdb

d) d(f*a) = f*(da), f € C=(M,N).

8.4 Variedade com Bordo

Definicao 8.48. Seja E um espaco vetorial. Seja By e By base de E. Seja A a matriz
mudanga de base de By para By (A = (Idg;), escrevemos a base By na base Bs). Se

detA > 0, dizemos que By e By tem a mesma orientacao.

No R"™, dizemos que B; tem orientacao positiva se B; tem a mesma orientacao

da base canonica.

Definicao 8.49. Seja M uma variedade. Dizemos que M é uma variedade orientdvel se

para todo par de cartas 1,y definimos numa mesma vizinhanga V. de xo,temos detp; ' o

QOQ(ZL’()) > 0.
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A escolha do atlas é chamada de escolha da orientacao.

Definicao 8.50. Uma orientacdo dos espagos tangentes T, M é dita continua se para cada
n-uplas de campos vetoriais continuas (X1(z), ..., X,(x)) definidos numa vizinhang¢a V
de g tal que (X1(x1),. .., Xn(2,))€ uma base do T, M, entio (X1(z),..., X, (x)) é uma

base de T, M com a mesma orientacao para todo x € V.

Teorema 8.51. M ¢é uma variedade orientdvel se, e somente se, 0s espacos tangentes

tem uma orientacao continua.

Exemplo 8.52. A faixa de Mobius nao € orientavel.
F(r,0) = ((1+rcos(8/2)) cos(0), (1 4+ rcos(6/2)) sin(f), rsin(6/2))

M ={F(r,0);0<0<2m—=<r<

}.

Demonstracao. Exercicio. O

N | —
N —

Proposicao 8.53. Se M ¢ uma variedade orientdvel com bordo, entao OM ¢ uma varie-

dade orientdvel.

8.5 Integrais de Formas Diferenciais

Definicao 8.54. Seja a uma n-forma diferencidvel do R™ com suporte compacto. Sendo

a(z) = f(z)dzy A dx,, tem-se
Jon @ = Jou f(21, ... 2n)dayday - - - dxy, (integral comum,).

Teorema 8.55. Seja a uma n-forma diferencial em R™ com suporte compacto. Seja ¢

um difeo do R™ preservando a orientagao. Entao
/gp*oz = fo(z))detdp(x)dx = f(x)dx = /a.
R™ R7

Definigao 8.56. Seja M* uma variedade orientdvel com (U;, ;) atlas. Seja (p;) particao
da unidades subordinada aos Uyg. Seja o € QF(M)

a= / o; " (picy).
/M Z i (Us)

)

Observagao 8.57. Essa definicao nao depende de o;, U;, p;.

Exemplo 8.58. Seja M = C' caminho em R2.
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Demonstracao. Temos que dimM = 1. Seja o uma 1-forma diferencial em R? dada por
a(z,y) = f(z,y)dz + g(z, y)dy. Sejay:[0,1] - C C R? tal que ¢ = y(t) = (11(t), 72(t))-
Seja ainda ¢ : C' — [0,1] C R, onde ¢ = v~ 1, entao ¢ *a = v*a. Desta forma, vamos

ter que
(7" ) (t)(v) = aly(v))(dr(v)) = a(v() (N (1) v, 72(t)0) = a(n (1), 72() (1 (1) v, 72(1) )

= F(n (), 72(t))dz + g(n(t), 1 (t))dy.

Assim,
(V) (t)(v) = (fF(n(t),2(8))dz + g(1 (1), 72())) (11 (1) - v, 72(t) - v) =

= [ O)n(8)-v+g(y(0)ra(t) -0 = (FROINE) +9(1() (1) -v = w(t)(v) = h(t)di(v),
onde w(t) € A'(R*). Assim, temos w(t) = h(t)dt e v*a = h(t)dt.

Portanto,

[a=[ o= [ woa=| OO + gl

Temos que a integral acima define a integral de linha do campo vetorial (f(z,y), g(z,v))

no caminho C. O

9 O Teorema de Stokes em Variedades

O objetivo desta secao é explicar o enunciado do Teorema de Stokes (ou teorema

fundamental do calculo para integrais em variedades) e demonstré-lo. Este Teorema

/de:/aMw. (6)

E importante salientar que na férmula acima existe um abuso de notagao ao

afirma o seguinte:

escrever apenas a integral de w. Formalmente devemos ter:

/dw:/ Tw
M oM

onde i*w é a restrigao da w ao OM, isto é, i*w € o pullback de w pela inclusao i : M — M.

Na férmula acima M é uma variedade de dimensao k (com 1 < k < n) em R"
compacta com bordo M. O bordo de uma k-variedade é uma variedade de dimensao
(k — 1) que pode ser vista como uma espécie de ”fronteira intriseca”, ou seja, s6 é a
fronteira quando a dimensao da variedade é n uma vez que a fronteira de uma variedade
M C R"™ de dimensao k < n coincide com o seu fecho. Por exemplo, se M = {(z,y,2) €
R3: 22+ 4%+ 22 =1,z > 0} é o hemisfério superior de uma superficie esférica, OM =

{(z,y,0) € R®: 2% + y* = 1} é 0 equador.
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9.1 Teorema de Stokes

Nesta segao, nossa meta sera a demonstragao do teorema de Stokes em variedades
compactas e orientaveis, tendo o termo compacto o mesmo significado que o empregado
na topologia geral, uma vez que uma variedade é um espago topoldgico. E por este motivo
todas as variedades consideradas a partir de agora serao compactas e orientaveis, salvo

apenas mencao contraria.

Teorema 9.1. (Particao da Unidade). Sejam M uma variedade diferencidvel com-
pacta e orientdvel, e {V,} uma cobertura de M por vizinhangas coordenadas. Entao

existem funcoes diferencidveis o1, -+ - @, tais que,

(ii) 0 < ; <1 e o suporte de p; estd contido em algum V,, da cobertura {V,};

(iii) Para todo x € M, existe uma vizinhanga U tal que essa vizinhanga s6 intersecta um

nuamero finito de supp(p;), sendo supp(p;) = {xz; pi(x) # 0}.

Definicao 9.2. Seja M uma variedade orientada com bordo e com dimensao n. Seja
{(Uas ¢a)} uma estrutura diferencidvel que orienta M. Se n for par, entdo a orientagdo
do bordo € aquela dada pela estrutura induzida {(Uy N OM, ulu.nom)}. Se n € impar
entao a orienta¢ao do OM € dada pelo oposto da estrutura induzida (trocando o sinal da

primeira fun¢do coordenada de cada ¢, ). Esta orientagdo é chamada de orientagdo de
Stokes no OM .

Observagao 9.3. A orientag¢ao de R canonica é dada pela n-forma d,, N --- Ndx, e a
restricao dessa forma a H" orienta o espaco modelo para variedades com bordo. Segue
que a orientagdo de Stokes do OM € dada pela (n-1)-forma (—1)"dy, A+ A dx,_q.

Definicao 9.4. Seja U C R™ e V C R™ abertos, e g : U — V uma funcao de classe C.
Dada uma w € Q¥(V), definimos g* : QF(V) — QF(U), com g*(w(z)) = wg(z)(D,) como
sendo pullback de w por g.

De algumas propriedades do pullback, ressaltamos aquela em que o mesmo co-

muta com a diferencial de uma forma.
Definicao 9.5. Chama-se semi-espago em R™ ao conjunto
H" = {(z1,--- ,2,) € R"x; <0}

Teorema 9.6. (Teorema de Stokes). Dividiremos a demonstra¢io em trés passos:

Primeiro vamos utilizar particoes da unidade para o caso geral, depois consideraremos
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uma forma em uma variedade com suporte inteiramente contido em uma vizinhanga co-

ordenada, e por ultimo demonstramos o caso M = H". Seja M uma variedade com bordo,

/dw:/ w.
M oM

Demonstra¢ao. Passo 1. Vamos supor que w é uma (n-1)-forma com suporte compacto

orientada e w € QY (M™), entdo

na variedade orientada M e escolhemos uma colegao finita (U,, ¢,) de vizinhangas coor-

denadas que orientam M e que cobrem suppw.

Seja w € Q% H(M™) e uma carta orientada ¢, : U, — H", a € A\, e {pa} particio
subordinada a {U,}. Note que: supp(w) C U,. Entao,

[ o= [ a(30w) =3 [ o) =3 [ =
=X =S e [ ()= [

Passo 2. Suponhamos agora que M é uma variedade diferencidvel e que w é uma
(n-1)-forma tal que o supp w C U, onde (U, ¢) orienta M.

Basta ver entdo para w € Q% '(U) e ¢ : U — H" carta orientada. Por definigao,

/dw:/ (¢_1)*dw:/ d(go_l)*wé
U o(U) o(U)

ja que o pullback e o operador d comutam.

- / () w = / (o) w = / (o o i)ws
0p(U)=¢(U)NIH™ p(U)NOH"=¢(0U) »(0U)

- / (elov) " = / w.
elov (8U) U

Temos que = acontece pois ¢ restrita a uma carta do bordo.
Passo 3. Suponhamos M = H"

Agora, vamos fazer para H". Temos w € Q7' (H"). Resta-nos mostrar

/ w:/ dw.
SHP n

w E QZ’I(H") isso implica w = Zfi cdry N A dgci A ANdxy,

Se



isso implica dw = dez ANdxy NN dAxi A--- ANdxy,
i=1

onde df; = afl A

Analisando apenas Z —f Temos

,Jl i

Z 8f’d:cj/\dxlA---AdiiA---Adxn Zafld:ci/\dxl/\--wd:}:i/\
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= Z(—l)i’1 : g?dxl A~ ANday,.

Entao

/ dw—z Zl afzdxl/\~~/\alacn.

Vamos integrar primeiro em z; (T.F.C’), entao

afl - afz ~
/a%d:vl/\ d$n—//axidxl

- Ndz,
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O suporte da forma é compacto, entao pegamos um cubo grande que contém um

suporte desta funcao. Assim,

. A . ~
/ Of: drxi A -+ Ndx, = / / Of: dx;dx;

= fi(.flfl, Ce 7$i_1,A, .flfi+1, Ce ,.CL"n) — fi(xla R 7 —A, .fEi+1, Ce

anl
Se integrarmos para i < n, o que acontece? Temos

(%) 0,2 <n
k) =
— an_l folxy, .o 21, 0)dzy A+ - Adxy,.

(=) falze, . 21, 0)dxy A -+ Ndx,, = (—1)”/ W= / w
OH" O

anl
Isso conclui a demonstracao do teorema de Stokes.

) (%)

O

9.2 Relagao com os Teoremas Fundamentais do Calculo Vetorial

Nesta secao final vamos explicitar a relacao entre as integrais de formas e o

Teorema de Stokes demonatrado na secao anterior e os Teoremas Fundamentais do Célculo

Vetorial.

O Teorema de Stokes é uma extencao direta do teorema de Green. Ele relaciona

a integral de linha de um campo vetorial I ao longo de uma curva fechada C' no R? com

a integral sobre uma superficie S da qual C' é bordo, da seguinte forma:
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//S(th.n)ds:/asF.dr.

Teorema 9.7. (Teorema de Stokes)Seja S uma superfifie orientada, parametrizada
por o(u,v), (u,v) € D, onde D €é uma regiao fechada e limitada do plano wv, limitada
por uma curva C* por partes, e p uma funcio de classe C* num subconjunto aberto de
R? contendo D. Se F = (Fy, Fy, F3) é um campo vetorial de classe C*, definido nun

subconjunto aberto de R® que contém S, cujo bordo OS estd orientado positivamente,

//S(rotF-n)ds:/asF-dr.

Como vimos, o Teorema de Stokes expressa uma relacao entre uma integral de

entao

superficie e uma integral de linha sobre a curva que é o bordo da superficie em questao.
O Teorema de Green trata-se de um resultado muito importante no estudo das
integrais de linha, pois as relaciona com uma integral dupla sobre a regiao limitada pela

curva a qual estamos considerando, da seguinte forma:

]{ Flda:+F2dy—// %—% da:dy
oD

Teorema 9.8. (Teorema de Green). Seja D uma regido fechada e limitada do plano
xy, cuja fronteira 0D estd orientada positivamente e é parametrizada por uma fungdo C*
por partes, de modo que seja percorrida apenas uma vez (0D serd uma curva de Jordan).
Se F(z,y) = (Fi(z,y), Fa(x,y)) € um campo vetorial de classe C* num subconjunto aberto

que contém D, entao

j{ Fldac+F2dy—// aFl—aFQ dacdy
oD

Note que, se aplicarmos o teorema de Stokes a forma Fidx + F>dy observando
que d(Fydx + Fydy) = dP N dx +dQ A dy = Gdy A da + G2dx A dy,
e que dxr A dy = —dy A dr chegaremos ao resultado desejado.

2

(
F em relagao a curva vy, dada por v : % + %45 = 1.

Exemplo 9.9. Seja F(x,y) = ((£2)"™% — y)i + ((sin?y)Y + z)j. Calcule a integral de
z y>
1

Demonstracao. Como estamos com uma integral de linha sobre uma regiao fechada, entao,
neste caso, podemos usar o teorema de Green. No teorema de Green temos somente uma

componente de bordo que é a externa, entao a regiao de integragao é o interior da elipse.

/ﬁdF:// rotF - F.
vy int(7y)

A questao nos pede integracao no sentido horario, porém a integracao por Green é no

Assim, temos que:

sentido anti-horario, entao:
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/ﬁdF: —// 2dA = —2A(int(y)) = —2r - 2- 3 = —12m.

gl int(y)

]

Exemplo 9.10. Calcule a integral [(x5 — y)dx + ((sin®y)*Y + 22)dy sobre o arco 7,
sendo que v € 0 arco de y =4 — 22, y > 0, ligando (—2,0) a (2,0).

Demonstracao. Neste caso nao podemos de imediato usar o teorema de Green, uma vez
que o mesmo sé pode ser usando quando estamos integrando sobre uma regiao fechada,
porém, podemos fechar a regiao pra podermos usar o teorema. Para isto, seja D C R2,
a regido com bordo a U (—7). O sinal de menos aparece devido a orientagdo do arco da

parabola. Assim, pelo teorema de Green:

/ ﬁdfr?://rotﬁ%:/ﬁd?—/ﬁdrﬁz//mtﬁ-%:
au(—y) D a o D
:/ﬁdfz/ﬁdf—//rotﬁ%.
Y « D

Temos que calcular pela definicao de integral de linha uma parte e a outra usa-
remos o teorema de Fubini. Assim, parao primeiro caso temos que parametrizar a curva
a. Seja

at) = (t,0), -2 <t <2=a'(t) = (1,0).

Assim,

2 7
t 256
91 4+0)dt = —|*, = —.
/_2( * ) 7|_2 7

2 pd—a? 2
// (2x + 1)dA = / / (2z + 1)dydx = / 2z + Dyld " de =
D —2J0 -2

2 2 3 32
= / (22 +1)(4 — 2%)dzr = / (4 + 8z — 22° — 2%)dw = (4o — )2, = =.

-2 —2 3
Portanto,

Fdr==22 22 =

/4 256 32 544
. 73 21

]

O préximo teorema que iremos apresentar é o Teorema da divergéncia, ou Teo-

rema de Gauss, que relaciona uma integral tripla com uma integral de superficie.
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Teorema 9.11. (Teorema de Gauss). Seja W uma regiio fechada e limitada de R?
cuja fronteira OW € uma superficie orientada positivamente. Se F € um campo vetorial

de classe C' num subconjunto aberto de R® que contém W, entdo

/ /6 (P s = / / /W div Fdadyds.

Considerendo em uma variedade M uma 2-forma definida por w = Fidy A dz +
Fydz N\ dx 4 Fsdx N dy tem-se dw = divF'dV . Uitlizando algumas relagoes validas em M

e aplicando o teorema de Stokes, chegamos ao resultado esperado.

Exemplo 9.12. Caleule [ [ F-fids, sendo F = (x,y,2) = (2%, [(sin 2)]V=" 1, %), sendo
a superficie S o pedago de z = 4 — x* — 42, satisfazendo z > 0, com 7t que se afasta do

eiro 2.

Demonstracao. Como vamos utilizar do teorema da divergéncia, ou mais conhecido por
teorema de Gauss, para resolver o exemplo acima, entao inicialmente calculemos o di-
vergente do campo F' que é dado por divF = %—5 + % + % = 322. Se Observarmos a
superficie veremos que a mesma nao ¢é fechada, entdao, nao podemos aplicar o teorema de
imediato, ou seja, devemos ter uma superficie fechada para para fazer tal agao. Para isto,
seja S; uma superficie auxiliar dada por S; : 22 + 3% < 4,2 = 0 é o disco no plano xy,
com normal n; = —k.

Seja V C R? com 9V = SUS,. Aqui podemos aplicar o teorema de Gauss. Temos
que ffvfdivﬁ: ffSuslﬁ'ﬁdsv entao ffvfdivﬁ:ffsﬁ-ﬁds—i—ffslﬁ-?ﬂdsé

//ﬁ-ﬁds—///divﬁ—// ﬁ-nﬁds.
S 1% S1

Vamos comecar calculando a integral tripla. Desta forma, temos o seguinte:

/ /V / 3a2dV.

r=rcosf,0<0<2mw
y=rsing 0<r <2
2=20<2<4—1r?

Facamos uma mudanca de variavel.

Como fizemos uma mudanca de variavel, temos que calcular o jacobiano, onde o

mesmo é Jac = r. Assim, temos

2 2 pd—r? 2 2 )
/ / / 3r? cos® Ordzdrdd = / / 3rcos? 0z|y" drdf =
o Jo Jo o Jo

27 2 6
= / / (127% cos® § — 3r° cos® 0)drdd = m(3r* — %)|3 = 167.
o Jo
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Agora é resolvr a integral dupla sobre S.

// Fiids
S1

Parametrizando S7, temos

r=rcosf,0<60<2r
Sy y=rsinf,0 <r <2
z=0.

Temos também

Xy = (—rsind, rcos 9,0),)@ = (cosf, sin 6,0),)59 AX, = (0,0, —r).

Assim,

7,2

2T 2
/ / [0+ 0+ r?sin® O(—r)]drdd = W(—Z)% = —4m.
o Jo

Portanto,

//gﬁ'ﬁ://v/divﬁ_/[gﬁ'm:16”_(—47)=2oﬂ-

Outras consequéncias do teorema de Stokes sao os seguintes corolarios.

Corolario 9.13. Suponha que M seja uma variedade diferencial compacta, orientdvel e
com bordo. Se w € Q""1(M) € fechada, entao

/ w=20
oM

Corolario 9.14. Suponha que M seja uma variedade diferencial compacta, orientdvel e

sem bordo. Se w € Q""1(M) € exata, entao

/dw:O.
M



