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Areas de figuras planas em coordenadas cartesianas

[1] Determine a area da regiao do plano limitada simultaneamente pelas seguintes curvas:

(1.)y=Inz, =2eo0ecixoOx (12)z=8+2y—y*> y=1,y=3ex=0
(13)zy=4ex+y=>5 (14 y=2° y=2r—2?, r=0ex =2
2
(1b)y=2z, y=ley=— (1.6)y= |22 —4|ey=2
x
2

9
1.7 y=a3-3zey=2x (1.8)yz;,y:9xey:x

(1.9) f(x) = z|z| e g(x) = 23 (1L10)z=9y>—2ex=6—1y>

Volumes por secoes planas paralelas

[2] Utilizando secoes planas paralelas, mostre que o volume de uma piramide quadrangular
2
a“h
reta, com altura h e base quadrada de lado a, é igual a -

[3] Utilizando integral de se¢oes planas paralelas, mostre que o volume do cone circular
2
mrh
reto, de altura h e raio da base r, é igual a 5

[4] Calcule o volume do sélido que tem para base um circulo cujo raio mede 3 u. c.
e cujas secoes transversais a um diametro desta sao quadrados, todos contidos em um
mesmo semi-espago em relacao ao plano que a contem, e que tém como um dos lados

cordas da circunferéncia da base, perpendiculares a esse diametro.

[5] Calcule o volume de um sélido que tem para base um circulo de raio r e cujas segoes
transversais a um diametro da mesma sao triangulos retangulos isésceles, todos situados
em um mesmo semi-espaco em relacao ao plano que a contem, e que tém como um dos

seus catetos cordas da circunferéncia da base, perpendiculares a esse diametro.



[6] Calcule o volume de um sélido que tem para base um circulo de raio r e cujas segoes
transversais a um diametro da mesma sao semi-elipses, todas situadas em um mesmo
semi-espago em relagao ao plano que a contem, e que tém o eixo menor como cordas da
circunferéncia da base, perpendiculares a esse diametro e a medida do eixo maior igual ao
dobro da medida do eixo menor. (Considere a area da elipse de semi-eixos maior e menor

a e b, respectivamente, igual a wab ).

[7] Calcule o volume de um sélido que tem para base uma elipse de semi-eixos medindo
2 cm e 3 cm e cujas secoes transversais ao eixo maior sao triangulos eqiiilateros, todos
situados em um mesmo semi-espago em relagdo ao plano que a contem. (Observagao: A

area da elipse de semi-eixos maior e menor a e b, respectivamente, igual a mab).

[8] Calcule o volume de um sélido que tem para base uma elipse de semi-eixo maior e
menor a e b, respectivamente, e cujas se¢oes transversais ao eixo maior sao semi-circulos,
todos situados em um mesmo semi-espaco em relacao ao plano que a contem, e tendo
para diametros cordas da elipse da base, perpendiculares ao eixo maior. (Observe que

esse volume é menor do que o volume do item anterior).

[9] Calcule uma expressao, em integrais, que represente o volume do sélido que tem para
base a regiao do plano limitada pela pardbola P: 2z = y> —learetar:z =y+1le
cujas segoes transversais ao eixo Oy sao triangulos retangulos isosceles, todos situados em
um mesmo semi-espaco em relagao ao plano que a contem, e tais que as hipotenusas tém

extremidades no contorno da base desse solido e sao perpendiculares ao eixo Oy.

Volumes de sélidos de revolucao

[10] Calcule o volume do sélido obtido pela rotagdo da regiao do plano limitada pelo
65[? + e—:(:
2
[11] Calcule o volume do sélido obtido pela rotagdo da regiao do plano limitada pelo

grafico da funcdo f(x) = , com z € [—1,1], em torno do eixo Oz.
gréafico da elipse E : 922 + y* = 9 em torno do:
(11.1) Eixo maior (11.2) Eixo menor.
[12] Determine o volume do sélido obtido pela rotac¢ao da regiao compreendida entre o(s)
grafico(s) de:
(12.1) y = /x,x = 8 e 0 eixo x, ao redor do eixo x
(12.2) y = sen z, para 0 < x < m, ao redor do eixo z

(12.3) y = (z — 1)(z — 3)? e 0 eixo x, ao redor do eixo y



(124) y=2y/x — 1l ey =z — 1, ao redor da reta z = 6

(12.5) z = (y — 2)* e y = x, ao redor da reta y = 1

Centrdéides de Regioes Planas em coordenadas cartesianas e o

Segundo Teorema do Pappus-Guldin

[13] Determine a posicao do centréide das seguintes figuras e o volume do sélidos gerados

pela rotacao das mesmas em torno da reta indicada abaixo de cada figura:

) )
(13.1) (13.2)
8
2
3 3 2
1
1
) 6 6
1
1 2
1
1
0 2 z 0 2 8§ T
reta: y = 10 reta: x —y+4=0
4 (134
2
(13.3)
J 1
4
|
2 |
l
—10 -8 0 S 10 x reta: x —4 =10

reta: y —7=0

[14] Determine as coordenadas do centro de gravidade da regiao plana especificada:

2,2
(14.1) Regiao no primeiro quadrante, delimitada pela elipse x_2 + 32_2 =1, (x>0, y>0)
a
2
(14.2) Area delimitada pela curva y = 4 — % e 0 eixo x

(14.3) Area delimitada pela pardbola y? = ax e pela reta z = a.



[15] Seja R a regiao do plano limitado pelas curvas y = 2% e y = —a? + 2.
(15.1) Esboce R e calcule a sua érea.
(15.2) Calcule o centréide de R.
(15.3) A regiao R ¢é girado em torno da reta z = 2 formando um sélido D. Calcule o

volume de D, usando o teorema de Pappus-Guldin.

[16] Seja R a regiao do plano limitado pelas curvas y = —2?> — 3z +6ex+y — 3 = 0.
(16.1) Esboce R e calcule a sua drea.
(16.2) Calcule o centréide de R.
(16.3) A regiao R é girado em torno da reta x +y —3 = 0 formando um sélido D. Calcule

o volume de D, usando o teorema de Pappus-Guldin.

Comprimento de arco em coordenadas cartesianas

[17] Determinar o comprimento das curvas dadas em coordenadas retangulares:

1 3 1 1
(17.1)y:1n(1—x2)dex:1ax:z. (17.2)yzzx4+@dex:1ax:2.

(17.3) y = 1 — In ( sen z) dex:%ax %. (174) (y—12=(z+1P dex=0axz =1.

1 T —x _ _ _]‘3 1 _ _
(17.5)y—§<6 +e )dex—()ax—l. (17.6)x—§y +@dey—1ay—3.

Areas de Superficies de Revolucao em coordenadas cartesianas

[18] Calcule a drea da superficie obtida pela rotagao da curva:
18.1) y =+v4— 22, —1 <z <1 ao redor do eixo Ox
182) y =22, 1< x <2 ao redor do eixo Oy
18.3) y =z, 4 <x <9 ao redor do eixo Oz
)

(
(
(
(18.4) x = /4 —y2%, 0 <y <1 aoredor do eixo Oy

Curvas na forma paramétricas

[19] Esbogar os graficos das seguintes curvas paramétricas. Eliminando t nas equagoes,

achar as equagoes na forma cartesiana:

19.1 o=t 19.2 Rl
(-){ s (.){ e
LY LY
Lo o= e '{x:\ﬁ
(19.3) { (19.4) { L t>0
ty:t?’+2t ty:t



Derivadas de Fungoes dadas na forma paramétrica

[20] Calcule as expressoes das derivadas e os seus respectivos valores nos pontos dados:

i T m dy s
(20.1) ,te| ——=,=|, ==, noponto t=—
i y = sen (2t) [ 2 2] dx 6
( 2\-1
Vo= 6t(1 +t°) 2
(20.2) { , 0<t<1, ==, no ponto de abscissa —
Ly =061+
( t+ sen(3t) d
1 :I; — =
(20.3) { 27 >0, —y, no ponto t =38
V= t+1Int dx
d*y
[21] Calcule 72 oS seguintes casos:
x
I r = sent T o Loy =e !
@1y { e - 5,5} @2
LY== sen (2t) Ly=e
[22] Verifique se:
( x = sec(t) T . _d%y dy
(22.1) { ,te] ——,—{, satisfaz a equagao —— +e€¥- —= =0
LY== In (cos t) 272 dx dx
( x = arcsen(t) ' . d*y dy
(22.2) { ,t € [—1,1], satisfaz a equacdo senz-— +y-— =0

| y=vI-& da? 7 dr

[23] Determine uma equagao da reta tangente ao grafico da curva C', no ponto de abscissa

1
x9g = ——, sendo C, definida parametricamente pelas equacoes

, te0,m].

(
{' x =2 cos 3t
LyzQsen?’t

[24] Determine as equagoes das retas tangentes e normal ao grafico da curva C, no ponto
com t = 1, sendo C, definida parametricamente pelas equagoes

{' =1

Ly=1t+2 arctg(t)



Areas de regioes planas dadas por fungoes na forma paramétrica

[25] Determine a drea limitada:

(25.1) pelo eixo Oz, x =1, z =e e a curva

( 2t
| T=¢€

de equagoes paramétricas {
Ly:2—|—752

(25.2) pelas curvas de equagbes x =2 e

{xzﬁ+1
ty:t?’+-2t
(
b=t — ¢
(25.3) pelo lago de curva {
Lv= 2 -1
1= t2
(25.4) pelo lago de curva { 43
)




[26] Seja R a regido do plano acima da reta y = 2 e abaixo do arco da cicldide de

equacoes

2
., t€]0,2n].
2

Esboce R e calcule a sua &rea.

Comprimento do arco de uma fungao na forma paramétrica

[27] Calcule os comprimentos das curvas descritas abaixo:

( ( 1
! *=2cost b= —
(27.1){ 0<t<or (272){ t o 1<t<?2
tyzQsent (y:hlt
! 7 = a cos’t L=t — t?
(273){ 0<t<2m a>0 (274){ 0<t<l
y = a sen 3t y =
( (
r t
' x=a(t — sent) ' x=¢c'sent T
(27.5){ 0<t<om (276){ 0<t<—
ty:a(l—cost) Lg/:et(:ost 2
(
~ b e =4t+3 ~ o ) )
[28] As equagdes { ) dao a posicao (x,y) de uma particula no instante ¢.
=2t
Ly

Determine a distancia percorrida pela particula durante o intervalo de tempo 0 <t < 5.

[29] Determine o comprimento de arco do lago de curva do exercicio (25.4).

Respostas
: (1.1) 22— 1Jua  (1.2) %u.a [? _ 8l 2}11 a
0] (14) |5 - g]u.a (1.5) [_T?’Hln 2Jua {16f+24f H)a
(1.7) %u.a (1.8) 18In 3 w.a (1.9) & ~u
1 (1.10) %u.a
4V =144uv [5V= 8%3 6] V = 47;”3 7]V =16v3cm® [§]V = 27?62



2 24+y—y?) ! (et +4e* - 1)

9]V = /_1 1 dy = 20 Y [10] V = 12 uv
[11] { (11.1) V=47 uv  (11.2) V =127 u.v

( 967 2 247
12 272 2
12 { 124V =22 0y (25 v =27 4y

, 15 2

(

( 23 14

b (13.1) <4, 377> V = 2647u.v (13.2) (;, €> .V =232V 21u.v

164
<O, 640

|
{
1 { e (5. 3)

3m
15 { (15.1) A== wa (15.2) (z, §) = (0, 1) (15.3) V = 327” wy
[16] { (16.1) A = % wa (162) (7, 7) = (- 1. %) (16.3) V = 2561?” 0y
(
i (17.1) In (2—;>—%uc (17.2) 13i23u.c (17.3) In ‘f ‘
[17] { 1 53
t(17.4) 55(22v22 - 13V13) wc (17.5) %(62 —Due  (176) 5 uc
(
[ (18.1) 187u.a (18.2) %(1Nﬁ — 5vB)u.a
18
- { (18.3) (37ﬁ6— 17m)u.a (18.4) 47u.a
19) - ’
(19-) y* = (19.2) 2% = y° — 8y* + 165
8

23
E) ) V= T’]TU.'U

(14.2) (o, g)

24 52
13.4
(134) <20—7r’ 3(20 — )

> ; V=2r(14 —mu.w

(14.3) (35“ 0)




1
Y (19.3) y = é(ln )’ +Inz
Y
(19.4) y =
x
T
:f (20.1) ¥ dy _ 2cos(2t) dy _2V3
dv — cos(t) ' dwl=z 3
dy 2t 12 1 dy 4
120] % (20.2) —= o =g PAAT= 5 temos t = 3 logo drl T3
0 0Lt 1 dy] 9
dx t 14+ (7/2)cos(5t)’ drlies 844w
(
d?y 2 cos (2t). sen (t) — 4. sen (2t). cos (t) dy 5
21 21.1 21.2) —2 = 12¢™
[21] { (21.1) de? cos 3(t) (212) x? c
23] y = V3z 4+ /3
( Reta Tangente: y — (1 + 3) = 2(z — 1)
1
i Reta Normal: y — (1 + ) = —5(1' - 1)
9e — 10 52 8 8v/3
(25.1) . 25.2) — u. 25.3) — u. 254) — u.
25{ 5 u.a (5)15ua (53)15ua (5)5ua
[26] (27 + 8) u.a
( 2
L (27.0) drue  (27.2) V2 — £ +In 1 g we  (27.3) 6a we
ol
v (27.4) 7 e (27.5) 8a u.c (27.6) V2(e™? — 1) u.c
(

28] 10v/26 + 2In (5 +v/26) w.c  [29] 4v/3 u.c



